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DE PROGRESSIONIBVS ARCVVM CIRCVt ARIVM, QVORVM 
TANGENTES SECVNDVM DATAM LEGEM 

PROCEDVNT. 



P 



l^. T. £ lerarumque rerlenitn»qtiamin fummae hucusque mueftigatae funt> termuii geue- 
rales a quantitatibus tranfcendentlbus liberi funty quamquam fummae ip&eeiusmodi quan*^ 
titatibus affc6bie reperiantur. Eae quidem feries , quae fecundum finil^ofinusue angu^ 
lorum multiplorum progredluntur, ad vfitatum genus referri poffunt, quippe conftat, ex 
cognita fumma feriei a-|-bx-|-cx* -j-dx' -|- etc. fponte confequi fummas feriernm t 
a -f- bx fin. (p -|- cx* fin. 2(p -|- dx^fin. 3 (p -Jj-^^^- ^t a-|- bxcof. (P -^ cx* cof. 2 (p 
^dx^ cof. 3 (p -|- etc Longe autem diuerfa eft ratio aliarnm ferierum, quae alfas 
quantitates tranfcendentes inuoluunt. Quarum fummatio grauioribus plerumque difficul- 
tatibus obuoluta vei nonnunquam vires analyfeosy quas haftenus quidem nafta eft, fa« 
\. perare videtur. - 



§* II. Tnter paucii&ma eiusmodi feriemm , quoad terminum ffmetgltm Jtranfcen* 
dentium, fpecimina, memorablle extat illud » quod exhibuit l» jbvlervs in peculiari 
commentatione (f ) , qua fenes arcuum circularium^ quorum tangentes fecundum certam 
legem procedQnt, contemplatua eft» easqoe fommandi metbodum docuity fimplicitate 
^mnino confpicuam, at^ ex i^us iBueatoria iudicio, indireftam» et ad csifus tantum 
liciliorei reftriftam. Quid poft. hooc laborem , cui » qoaQtQm equidem feiam , deinceps 
a Geometris nihil ampUus additum fuit» in fummatibne iftaram ftrieram praeflandum 
reftety vix cUrius apparebit^ ac fi ipGt vlri fummi verba adiicere liceat, quibus commen- 
jtatio laudata incipit. Quae ita fe habent: "Infinitas huiusmodi progreffiones exhiberi 
jioffe^ vei ex liis exemp!is liquett quae olim propofui (^^)» lcilicet denotant^ it arcum 
duos angulos feftos metientem inuenl, effe ^ — A. tang. ^ -^ A« taug. 7 4"^ ^^S* tV 

. 4- A. 

(*) De prosreflionibuf arcimm circularlum , qaorom tan^tes fecnndum dertam legem procsduQC. 
Nou. Comnuntar. Atad, Scient. hnpir, Feiropol, T. IX» (PdropoU 1764,4^ pag. 4^^ 5^* 

(**) Primo harum ferierum mentlonem feclt b v l ft a v s fn Comment De Varfl» moiis circuli qua- 
draturam numeris proxime exprimendi. CommenUir. Vet, T, IX, p* :^. 

A 



> - " . 

*f« A« tang. -/^ ^- A. tatig. ^V -f* ^^c. quae feries ajcuum in infinltum progtedkuri tan* 
g^nte cuiusque indefinite eAiftente= , fimlli modo eft ^= A. tang.f-^A« tang. ^ 

2XX ' 

^ A. tang. tV "t" -A. tang. irr -f" ^' ^^^S- tt 4* ^*^^- ^*^ arcmim ferie pariter in infini- 

tom contiDuata, caius quisque terminus indefinite eftA«tang. ■ ■ , > Tales autem 

xx+x+i 

feries eo magts videntur omni attentione dignae , quod nuUa adliuc conftet methoduSf 
earum fummam a priori inueniendi » atque etiam ipfi arcus omnes inter fe fint incom* 
menfurabiles. Quin etiam ne expeftare quidem licet methodum, cuius ope in genere 
huiusmodi ferierum, quamcunque legem tang^ntes fequantur, fumma inueftigari queat; 
fed potius, nifi haec lex certis conditionlbus fit adftri6ta> nullo modo eae ad fummam 
renocari pofie yidentur, quae quidem arcu circulari exprimatur. Quamobrem inhoc ne- 
gotio alia via non patet, nifi vt a pofteriori huiusmodi feries inueftigemus, quarum deini- 
jceps cohtempIalt^jQrtaire viam quamdam dire6tam patefaciet ; hincque modum exponam 
facilem ad quotcunque huiusmodi feries perueniendi, qui cum fimpliciifimis principiis in» 
fiixusy ad tam ardua perducat, omnino mereri videtur, vt difigentius euoluatur.** Quae 
XYLERX eifata anfam mihi praebuernnt,. vt curatius inquirerem» quo pafto ea, quae 
in hoc problematum genere adhuc defiderantur , fuppleri queant : cumque ad n^ethodum, 
iites feries fummandi , peruenerlm dlreftam ac late patentem, eam in hac com^entatione 
euoluere conftitui, hunc quippe laborem Analyftis haud ingratum fore exiftithans: cum 
penidbri cognitiohe fatis ampli feriernm generis, quodpoftprima elementaab £VI«£R0 
delibata incultum hafte|ius iacuit» doftrinae ferierum aliqua acceifio contingere videatun 

%i m. De ordine, quem in pertraftando hoc argumento feruabq^ haec prae* 
monenda funt. 

. A. Seftio L Primo farmutas generaUs proponam^ ex prlncipiis mere trigonome- 
tricia et. jilgebraicis dedufiias, easquead quamuis tangentium legem, fummasque 
vel finitas vel infinitas patentes. lam quoad adpUcationem harum fbrmularum dao 
ferierum genera difeemenda videntur. 

B. Seftio n. Prinfum genus eas compleftitur feries, quarum fummatio ex formulii 
praediftis elici poteft, quin aliorum theorematum vel analyfeos inftnitorum auxilio 
opusfit, quarumque fumma per Arcum exprimitur, cuius tangens algebraice eft 
afijgnabilis: quas ideo feries duplici hoc refpeftu aigebraice fummabites appellabob 
Ad hocgenus pertinent cunftae feries ab £vl£ro fummatae. Quae nimirum 
feries, vt paucis dicam, quo fumma commentationis fupra laudatae redeat, dupli* 
cis funt fpeciei: ^ a) prifkae fpeciei exempla compluria exhibuit jLVL.Kny^S, ^uae 

deinceps hac vna fummatiope generaliore. complexus eft: A. tang. — -—t 

L+M+N 



4 

a 



m 



J 



QyOKVM TAMKSrtES SECVKDVM DATAM UOSM PRdC^EDVNT. g 

-^ A.tang. 1 -|- A. tang. -: Ll — » . • -(* ^* ^fr - 



4L+2M+N ' " ^L + 3M + N • ^x*+Mx+N 

4.etc. — A.tang. ^ » fappofito 4LN =M* — L-j- 4. b) Atterins ffe-^ 

L+M 

^jei quataortantumexempla propofuit» haec niminim : <v = A. tang* ^ — A. tang. 

Y»^ J^ A. tang. y^ — A. tang. ,^^ +• A. tang. yTTT *" ^^» denoAiinato- 
ribus a, la, 70 etc. feriem recorrentem fcalae bimembris 6, — i conftitu^ti- 
bu8, quipp« 70 = 6 • la — 2 5 408 = 6 '70 — I3i; «378 =: <i • 408 
^ 70 etc. porro: « — A. tang. i 4" ^- tang. ^V -f- A. tang./j^v -f-^* ^*^8» 
^^.|.^ «I^ etc. vbi denominatores funt quadrata, quofum radices hanc progreffio- 
nem conftituunt: x as 4 5...x 

a 8- 30 xia 4x8 . . ^ \iF — b! — Lli^ 

Reliquas binas feries hocjoco onutto , cum pro lliis legem tangentium hand ex« 
preflerit xvuervs: quae deinceps euoluetup. Cuius iam vtriusque Jpeciei feries 
generi noftro primo fabfunt, nec tamen illud abfoiuunt. Ita quoad piimam fpe« 
ciem*(Cap* L)^ vt vnum proferam exemplum, fummationi ab svlero oomme- 

moratae($.n.)2 ; _ a. tang. i +* A. tang. f . • . + A. tang. J- -f etc haec 

axx 

generalior (nec fub formula a. comprehenia) fupponi poteft': illZZiJ^rr A.tang. 

JL4- A. tafig. ~ -f-A. tang. I. • • • «|« A.tang. .!_ -f. etc. denotante r queoi- 
a 8 18 axx I * 

cunque numerum integrum. Alteram fpeciem amplius euofuendam duxi (Cap. IL), 
•i ■• cum pro ea svlkrvs formulas generales haud exhibuerit, qnas ex ipftss me« 

^ thodo, adhibitis fradtionibus continuis, elicere difficiiius videtur. Quae difquiiitio 

^ perducit ad theoremata, ex forma fimpUci vna cnm latiore ambitu aliquam cqpmen* 

dationem habentia. Ita, vt in binis exemplis iam commemoratis (b) fubfifhun, pri- 

^ mum ad hanc formam reuocatur : A. tang. — -^ A. tang. -|*A. tang> 

A A(A*+a) 

— — — etc. + A. tang. _ 4. etc. =: 1 A.tang. — , denomina- 

: A(A*+2)^~A z ^ A * 

( "toribus in ferie recurrente fcalae A*-{"^> ~ ^ progredientibus • alterum' ad 

hanc formam : A. tang. ^ -|- A. tang — -|- etc -|" ^* ^*^"S' — H" ®^^* = .i ^. 

^ ■ A • • • B" ■ : • ' z- ■ • * * 

fin. ~ ; vbi denominatores funt quadrat^aj quorum ra4Ices formant feri^m ter- 

A 

A a .. mini 



nm 9Koa9MBtoKmvs ascttm cntcvLAiUTM» 

(Hir(A'^«))x_(A^ r(A*^0)ie 
mini gefleralU ^ (pofito z=^0 ^ • r ^\ ; 

fide^ qnod planius videtur^ feriem recurrentfem fcalae A» — * i ; pofito B = A^« 
Onae tamefi ipfae formae alio rdf^eftu ejthibent cafut tantum particularea fummatio* 
Aum generalibrunu 

C. Seft. m. Praeter hasce ferlea , quac ad Trigonometriam et Algebram vulgarem 
pertinefe videntur» aliu^ fopereft feriemm genus^ quarum fmnmatio altioris eft 
frdaginis» iic, niii adhibitis theoremaribus ex Trigonometria fubi,imiore vel Ana- 
lyfi infinitorum, abfolui nequit : quarumqoe fomma exprimitur Arcu, cuias ipfa 
tangens quantitates tranfcendentes inuoluit f quae ideo feries duplicl rationf ^raif- 
fcmdiUtSl^kMtmabitis vocari poflunt. Cuius generis quod haftenus ne fpecimen 
quidem exhimtum fuerlt» eo magis eft, cur forte mirari poifis, cum duorum pro- 

Uematum generalium folutio in poteftate fit. Quedfi nimimm f uerit JL fnnftio 

quaecunque fraftia par^ vel xti numeri naturaiis (x)» vel xti imparis (ax*--*i)# 
ftimmabiiis eft feries infinit»: A. tang. JL*|«A. tang. ^ ^A.tang. JL ^ • • « 

•^ A. tSiBg. — -f- etc Nec minus fummari poteft feries fignis altemantibus in- 

ftruAi : A. tang. -L — A. tang. -L -|- A. tang. ~ • • • dl A. tang. -F. Ij^ etc. 

b 4 f • ' <l • 

ienotante — funftioiiem quamcunque fraftam, modo fit impar^ x^ numeri impa* 

q 

fls (^). Qnorum problematuili e<tt praefertim cafus ettolaam» cum fit JL pro fignia 

q 

leriei aequalibus r=: Tel =: ■■ ■ ■ — , pro fignis inaequalibus 

•x^""+b (a3< — O^^+b ' 



9 quorfum referendae funt v« c. hae binae feries : 



A. tang. — , — -|- A. tang. ^j- A. tang. — ! — -|- etc. 

i^^+b 2*+b 3*+b 

et 

(*) Denomiiuitioaes fnnftioDis j9«Hf etim/Mrii adhiboit stlbxvs (InCrodoftio in Atialyiin infinito- 
rnni, T. I. Lanfanpae 1748. p. 1}.) Fnoftio par variabifis x fiue integra fiue frafta pares tantam 
ipfius X poteftates inooluit^ fiinftio fanpar integra impares tintum; at fuflftio/r«flS0 tmpar eft, vel 
ftinftio integra par.diuira per imparem, Tei inapar per parem. Pofito enlm pro X» —» x« itukm 
Aib par eundem vaiorem feroet» impar oppofitnm recipiat neceife eft ' 



• • 



QVORVM TAlMUarTBS SMvlrbVM t>ATAM IMSM PR^CDVNT. • & 

•tA-tang.-i ~ A. taiig. JL + A- tatig. -1 — A. tang, -L -f etc 
Nec obferuatione indigntim videtur , quod , denotante JL quamcnnque fon^onem 
fnt^ift varttbitis x» A. tang. 1- ftmper refcdui qoeiit ia tot Akcm » qaorum tan- 
gentes funt frafltiones fimpUces, .veluti A. tang. -f- A. tang. _-. .|, 

A- tang. ' 4- etc. rfd quot gradus aflijrgit denominator q : quae quidem re- 

fokeio femper realls eft, fectis ac in limili Ipfaram liinfti«n«m refolutione accii* 
jece conftat. ' .Jjk 

A. Sectio prima. 

Foftnulae generales. 

• > 

^ , Problsma L 

•§. IV- Propofita quacunque ferie quanHtatum t^ t", t'" . . . t* inuenire. 
extfr^onem fimmae Arcuum^ quorum tan^entes Ulis quautUatibus aequautur, vet 
& A. tang. t^ sK A. tang. t^ + ^. tang. t*^* + • • • + ^* ^*°& ^^* 

Solutio. 

i) Binorum Arcuum fumma ex reguli trigonometrlca e-fr =r A. tang. 

Quibus iam in vnom Arcum coUcftis, fi tertios veloti «Iter additur, prodit fumma triom 
Arcoom = A, Ung. . ^'"^^'^ + 1"^ / 

I — t' t^i • 

a ^^ ti + t"+tni_tit"t"i 
=: A« tallg* ' ' 

1 _ ti t" — iit^ii — tii ti" 
Eadem ratione reperitur fumma quatuor arcuomt partibus rite ordinatis, 

t^ 4- 1" + t^" + tiv t^ t" t"i ti t" t^v ti ti" tiv — t" t"^ t'v . 

~ ' I — t* 1*1 t* t"* ^ ti t^v t" t*" — t^i t^v _ tlll tiv ^ t* t" ti" t*v* 

a j Ex hisce iam cafibus lex generalis haud obfcure fe prodlt. Defifpentur fummae 
Vnionum, Binionum, Temionom etel ex qnantitattbQS t*, t", t"', t^^ . • . t^ conflata- 
rom, literU A, B, C etc. erit A. tang. t^ + A- tarig. t"+A* tang- 1"^+ . . + A/tang. t* 



ll tti 



r=:A. tang — =- ■ — In nomeratore occurrimt combinationei 

I — B + D — F + H — ctc. 

ftcundum numeros impares , feu Con 2 r — i tiones, in denomin^tore praeter vnitatem 
combinationes fecundum numeros pares. Signa vtrinque alternantur. 

I 3) Coius legis vt demonitratio vniuerfaiis idondatur» fupponatur eacbtinere pro x 
Arcubus. Accedentex-|- ito Arcu erit 

A. tang, t^ 4. A. tang. t" -f . . • -f- A: twig. t* + A. tang. t^ + «. 

=A.tang. ^— ^+^—^' ' ' 4-t^ + ' 

I — B+D — F ... ^^ 

^ _ (A — C + K ./.1 ^y^., 

_ A ^J-t^+'^C— Bt^+'4-E4-DtX+'^6~Ft ^+'-f,.: 
=A^«P ,_B_AtX + x^jj^ct* + ' *~F — EtX+' + ... 
lam vulgo conftat , quantitatibus combinandis accedente noua» accedere etiam combina^ 
tiones nouas cuiusuis ciaffis eas, quae oriuntur» dum noua ^uJEintitas iui^tur combina- 
tionibus reliqtiarum quantitatum claifis proxime inferloris. Inde, acceptis AS B^ C^ etc. 
eodemfenfu refpeftu quantitatum t^ t", • • • t^ + ',acA, B,Cetc. quoad t^t", • . t^(2}» 
fequentes habentur aequationes : ' . 

A+tX + '=^AM B4-t*+'A=:B^; C4-t« + 'B=z=>; I>+t* + «C=bD^; etc. 
Quibus adhibitis oritur fummaArcuumnuWrox^-i^ s=:A.tang. ^ — Z!I — jLj&^ 

^ ' ' I— .Bi + Dl— FI + HI— etc. 

Quare fi lex (a) obferuata , pro x Arcubus ebtinet^ obtinebit eadem pro z 4* ^ Arcubus : 
vnde eam vniuer£dem effe, exempla (i) probant 

■ 

Hypothefis. 

§. V. Propofita ferie quantitaium a^, «"» a^"^ ot^^, »" .' '.' «* produSa £X 
iUarum binisj tribus . . . x conflata defigmntur per P«", P«'" • . . Px^, vt fit 

P*^ = a^«"a"i... a^. 

Sicuti nimirum fumma hartim quantitatum exprimitur per S«*, i e.'praefixo 
figno.fummae termino generalivel vltimo, ita haud incommode produ6tum exprimi vi<* 
detar , praefixo figno produfti eidem termino , qui iam faSorem generalem , vtl illic par- 
tem, refert. 

Ex hac notatione fponte confequitur, effe P(flt*j3*) = P«^ • P0*f «t 

(a^\ Pa* 
— ) x= -Trr , affumta alia fcrie, cuius tenninns genenUs eft (5% 
p^y Pj3^ . , 

Toso^ 



i 



^ORVM TAKaJBVTfiS SE0VKDVM DATAM 

ThxorIsma I. 



PROCBDVNT. 



5. VL Summa ftriei : A. tamg. t^ + ^- **"S' t" + • • • 4" ^- **"8- ** «* 

f j _ (i + tir— QCi + t" r— Q. . .(i + txr — 1 
^ { <i— tir— .o'c«— «" 

ss A. ting. f" — I ' 



'r--0. ■■(i+> r--i>| 
t — ^■.■(i — t*r — o 



« + 



(4 + t»r — 0(1 + t"r— . . . (i + txr — 



vtt ex figuo (5. V.) 



(I— tir--0(i — t"r — o...(i— -txr — iv 



S. A. buig. t* =s -^ t»ng. f* — I 



J X ^ P + ^'^-i-)] 



Demonftratio. 



,i«»V 



x) Sematls literis, qnae $, IV^ adbibitae fan^ ex tlieoria aeqaationniii conftat effe ; 

ct politot -J;- z pro — z, 

(^'+i!^ ( *+i!!"^ O^^f^ • • • /^i -M^^ =: I +j^+B^+^+ etc. 

a) Qaibas*aeqiiationibDS inaicem additis prouenit 

y I ^ I I^ I F i X 

a<i + — + '^ T i--r^^') 

=0 -7) -b ■ ■'■ c -^) + (■■^t) (■•'-?) • • • (•■*?) 

Sttbtraftio praebet : ^ 

— + — + — -j ; -^etc. J 

-=(^-7) (■"■-?) • - r4) - (-t) c -t) • • • c ^t) 



* » 



3) PotMtar iamz*= — i , vel « — f^ — i , et erit 3 (i — B-fD — F+ete») 

=.(»+t!r--x)(x.f t»r — «) ... (x+t^^r — i) + (x — t^r — x). 

(?— .t"r--x).. .(i— t^^r— x), et^ . (A — C+E — <S + etc.)=: 

(i— t»r— x)(x— t"r — x) . . . (x"l.t»r — x) .^(i+t>r— »)' 

(i -Js. t" r -^ i) . . . (i + 1* r ^ x). Qoibos valoribos Ibppofiti» in expreffio- 
Be problematis praecedentis : . 




g DE PROGHICSSIONIBVS ARCWM CIRCTLARTVM^ 



^ ^ ^ A — C-f E — ./tc. 



S. A. tang. t^ = A. tang. 



i— B+D— -1' •<€. 
prodit formuh ipfa demoiiftraada* 

CQroltarium r. 

S^ Vn. Cum qaaeuts qinntitaa ima^inaria ad fortnam M -|- N f^ — x renocari 
queat» produftum. faftorum imaglnariorum (i 4'*^ ^^ '"*)('■ "f" *•" ^ ~ ^)" • • • 
(i 4-t^ r*"" i)» eadem forma exbibeatur : quo pofito erit^ TT — i abeunte.in 

Lr — I. (i— t^r — i)(i— t"r — X) . • • (x — t»r— i) = 

M N r — !• Qnare aeqaabitur proiluftom P ' T *^ — II-i= — i— Illi- 

lam foimiui feriei A. tang. t^ -^- A. taag. t" + • • • + A. tang. t* erit 

i M — N r" — • i> 

= A.tai.g. r - I , M + N-F=rT 

T M — Nr — ij 

— A. tang. I^ — I • — %l^r-^i _ ^ ^^ JN^^ jj^g jj^g^j ofitur : 

aM , M 

Regala. . 

lUrp««fllMrprcrfiiafii«P(i+t^r~r)fwlM-f Nr—i.t;^ 
M+ Nr ■- I ^ ' ^^^^ yj^^^^ ^^.^ ^^ ^g^ t^ + A* '«»B- t" + . . i 

• M — N r "~" * 

N • 

4- A. tang. t* = A. tang. — . ^ 

Coroilariitm 2. • ' 

Siprodoftam ifcdefinittim P(i-|- t*r — ») pef quantitatem exprimltnr, qnae 
ipfa ex "blnia plnrlboane faftortbus imtginariis conflata eft, veloti cnm ftoerit 

pri + f^r— O = (Rp + N>r— O (M"-irN"r*- • • . » 

r l+_!iljr_l^ — (W -f N» r— (M" + M« r ~ t) . . . . jjj^ 
v«l P V.,^ txr — i'' "" (M» — N» r — <M" — N" r — O . ... ' 

ipfa fomma Arcnum coropofita erit ex A. tang. —- + A. tang. __. -f- etc Ex theore- 

^ M* M** 

isate I» niminim fponte confeqnitur, db ^ ' / 

A. tasg. 



QVORVM TANG£XT|C8 SKCVKDVM DATAM I.EGEM PROCBDVNT. 

\ ^ ' (Mi_Nir— 0(M^.'— N^tf^O. . . ) 

A. ttog. r — I . (Mi+Nir— t)(Mii + NAir— 0. . . 

I J J. > 

1 I /Mi MI V- .^rMll^.MlI-.r i\ 



[ ■ (M^ — N^r— i)(Mit — N^r— i>.»J 
fji {^11 

v €. futnmam «rcaxiin , = A. tang. ^rj" -j" A. tAng. -r^ -^ ctc. 

Corottarium 3« 
S.IX. Ob(M>--Nr-— r)(M+Nr— r) = M»4.NS eft ^i+^ilJZ-i 

M— N T" — I 
— M» + N* ~ M*+N* ' 

fi faerit P (_L±.*il!lZl) = 2» + 81 r — I , «rit ($. VL ) S. A. ttng. ** =: 
^ 1 — t* T— » ^ 

A.tang. r — V —: r-=: J = A.tM>ff. •" 

«' V, + gR + gir-.-' * ri+J» + r— .^ 

^ A. fng.-^ = A. tang. T (^fj)» «^ '-9«* = 91», et ^-^^ = 

' " . lam fit tlR rzzcoCm, erit K" \ a,<roJ = tang. i m, iunc fumma =: A. tang. 
tang. im — ^m. Quare Regnla CorolL i. etiam fic exprimi poteft: Exbibeatar 

J~jrp~rJ P^ 3tt + 31 r" — X, et erit A. tang. t*+ A. tang./t"^- 
• . . -f. A.taig. t* — i A. <^£ Wt 

Schotion T. 

S* X. Ad formnlara Theorematifl t« et regnlam incle ettianantem ($. VII.) pemeni» 

coafiderando expreffionem Arcus , quam Analyfis infinitorum fuppeditat: 

I /^1+ q r — iN 

fc. A. tang. q= log. i ^) (*). Satius tamen hoc loco duxi, cunda 

** ^ 7T — I ^x — qr — 1^ ^ * 

«pi formula elementan problematis i, quae et ipfa vfu haud caret, deriuare. Ceterum 
vel absque exprefiione ifta Iogai*itlimica, demonftratio fynthetica theorematis i. ex formu* 
lis trigonometricis imaginariis pcti poteft. Quam breuiter indicafie fufficlat. Sit nlmi- 

rum 

' . C) cf. Illuftr. K A X STW 1 R AnfangsgriiHd9 dtr Analffis dts UntndUcken^ fsit Aufi, &tsingem r^:*oJ 

B 



XO DB PROCRBSSIONIBV9 ARCVVM CIRCyLARXVM» 

• - ^T V ^v . « + t^f — l cof ^X 4. f (jX y — X , 

rom t* = tang. (pS . . . t* =r tang. (D^, ent ;; = — . 

^ V,-_tXr- — i^' ~ cof.(^i + f". . . +^X)_fin.(^i+^n. . . +^xjY-_i 



. ... 



=5 n et A. tang. r"— ' C — .— J = A. tang. — ,; ,. ~- =: ^» 4- <p" 

-f" ?>* = A. tang. t^ -\- A. tang. t" . . . -f- A. tang. t*. 

Schotiou 2. 

5. XI. Conftat» «rcus indefinite multos «, « + flr, «+2w, « + 3ir, . . .' 
a+rir, • . • communem tangentem baljere. Quare expreiSiones fammae arcuum hic 
traditae, quibus S. A. tang. t^ ad arcum certae tangentis reducitur, a formulis fumma- 
toriis vfitatis in eo diJBferunt, quod per illas fumma baud omnimode determinetur. Ad 
tollendam ambigiiitatem in iignificadone ipforum feriei fummandie terminornm fub 
A. tang. t^ inteliigatur arcus minimus pofitimis, cui tangens t^ competit, binc fi tan« 
gens negatinum valorem babeat , pro A. tang. — t accipiatur tp — ^ A. tang. -f- 1 , vel 
complementum arcus minimi, cui eadem tangens affirmatiue fumta competit; Exinde 
tamen neutiqunm confequitur, quod arcus, qui fummam exprimit, eodeAi femper (enfa 
accipiendus fit Varie potius pro re nata diiudicandum eft, quodnam femicircumferen- 
tiae multiplum arcui minimo tangentis in fumma expreiTae adiiciendum fit, vt vera ar*-. 
cuum fumma prodeat. Quod fi nimirum in fbrmula ($. VII.) A. tang. t^ -^ . . • 4* 

A. tang. t^ = A- ^^^- — f areus miuimus cuius tangens = — , fit .r=: A , ent vera 

M M 

arcunm fumma =: ttt -|- A, vbi rw eft quafi Conftans, atiunde definienda; quaji CoU'- 

ftans inquam, cum vaga quodammodo fit, nec, vtl in Conftantibus ex integratione oriun- 

dis fit, ex vno variabilis x valore certomodo determinarl queat Cuius obferuationis vift 

ex fequentibus clarius percipietur. 



/ 



B. Sectio secvnda. 
Inaeftigatio rerierum algebiaice fummabilium. 

Problema IL ~ 

$• XII. Jmmftigare farmam generalem ferierum : A. tang. t^ -f" ^ ^^* ^ 
-^ • . • *{«^ A. tang. t^ atgebraice fummabitium. 

Solutio. 

x) Com fanunatio bamm ferierum ad determinationem produ&i iudefiniti reUocatB 
fit ($. VI.) , cafus fommationis fine dubio fimplidfiimus eft is i qoo liftores prodnfti 

funfc 



QVORVM TANOXNTES SECTNDVM DATAM LBGEM PR0C£DVNT. 



xz 



fatit frafttones » ita fe exctpientes » vt denominatores et numerittores in produfto (e ma-- 
tao toUant» et relinqujintur tantum primus nttmerator ac vlticius denomlnator. Quod 

qaidem accidit 9 cum fuerit 



ipiias X, quippe tum erit P (L±£L1siJL)- ^.^^^.,tl 
0^ 



f deootante (p x qoamuis fan&Lonemi 



(px 



(fCx+o 



^Cx+O- 

a) (juo lam aeqaatio ' "^* * ' 



_ ^^ locam habere poffit, funftioni 



t^Fx. 
-^Fx». 



I — tx r — I ^(x+i) 

affumtae ^x forma imaginaria tribuenda eft. Sit igitur (^x — Fx^Gxf"~i^ de- 
notantibus Fx et Gx funftiones reales: eritqae 

(x+t*r— i)(F(x+t)+G(x+i) . r—t)=(i— t^r— i)(Fx+G»r— i)» 

vel F(x+i) — tXG(x+i) + (GCx+O+t^F^x+i))^-'* 
= Fx+t*Gx+(Gx — t*Fx)y-~i. 
Vtide daplex oritar aeqaatie: 
F(x+i)— t*G(x+i)==:Fx+t«Gx, etG(x + i)+t»F(x + i)=Gx 

Hinc fit Ffr+O-Fx _ jx _ Gx>-G(x+0 J^ ^oif.pHcando F (x+ 1)' 

G(x+i)4.Gx F(x+i) + Fx' 

= Gx»— G(x+i)», velF(x+i)»+G(x+i)»=:Fx»+Gx». 

3) Ex qua aequatione fponte coDreqaitur , fnnftiones Fx et Gx ita eiTe acclpien- 
das,. vt Fx» + Gx» fit = qnantitati ccnflanti. Ponatar igitor, fitnplicitatis gratia, 
quae vninerfalitati non obeft, Fx»+Gx*=:i. lam quo Fx et Gx formam rationalem 
indaant, conftat ponendum effe Gx =. ^" (l~Fx*) = i— Fx . fx, denotante fx 

«liam funaionem indicis x : vnde F x = JL^JL , G x = ^'*~' . Tam erit t'' = 

fx*+i fx* + i 

«f(x + i) afx f(x+0»— -i fx»--i 

fx* + i*f(x+0* + i f" fx» + i 



fCx+i)* + i 



af(x+i)fx» + jf(x+0— afxffx+0* — Jfx 



fx»f(x + i>»— fx»+f(x+0*— i+<x»f(x+0*+fx» — f(x+0»— 1 
(fx— f(x+O)(fxf(x+0 — 1) fx — f(x+0 

fx»f(x+0»-^i — i + fxf(x+0 • 

'4) Hinc prodit P (i±J^^l=S) = p t+fxf(x+0+fxr -i- f(x+Or-i 

v,_txr — i-'» i+fxf(x+o — fxr— I +f(x+>)f — -« 
^(i + fxr— 0(1— f(x+or— 



, fiae ob fiiftorei te matoo tollentea 



(,_fxr— OCi + f(x+Or-r-0 
(.+fi.r-O(.--f(x+0r- O^ Vodeerkfu«maarctt»m-:A.t«ig:iL(S.m) 

B a 



H 
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:z:z A. tang. J p-i_LL:, Quare haec tandem obtinetur fummatio: 

l+fi.f(x+i> 

A. tang- t^ + A- ^^"g- 1"4" • • • 4- A. tang. t^ = A, tang, llZlL^lilll, pbfito 

i+fi.ftx+0 
X fx— f (x+0 , 

— i+fxftx+0 \ 

5) C^um haftenus eaolutum haud vnicum efle, quo prodaftum indefinitum hinc- 
que fummam arcuum inuenire iiceaty facile apparet. AfTumi fc poteft hypothefia gen&- 

ralior: ' ' — ^^ — » denotante r numerum integrum; tumque erit pro- 

duftdmindefimtumP' + *''^— ** ** (Pr.*(.+r) 



« • • • ^ • • • 



I — tXy — i ^fi+O ^(« + ^»r *Ci + aO 

^* ^ . ^ « . . . , i, e. reuocatumad produftumdefinitum» (*) 



0(x+r) ^(x+i) 0(x+O ..JPCx+.O 

lisdem omnino calculis et ratiociaiis, qoae i& cafo praecedente adhibita funt, quaeque 

repetere fuperfluum eft p prodit iam t^ — JiZI — HlL., • At vero produftum 

y , + ,xr^, N _ + fxr^ ('-f(x+or -0 ^^.^ 

^ V.X— txr— ly' ~ (I— fxr— Oo + fCx+r)r— o 
— / t + fxr— 1 , i + f(x+or — 1\ 

~ ^i— fxr— I 1 — f(x+or— i-^ 

— + fir— 0(1— f(x+i)r— 0(i + fir— 0(1— f(x+a)r— O . . • 

"^(i—fir— 00— fCx+or— 0(1— f2r— o<i— f(x+a)r— O . . • 

• (f + frr— O (1— f(x+or— O, 

(i— frr— ('— fCx+Or— O 

Hinc» combinando binos faftores, fumma arcuum, S. A. tang^ t^, = A. tang. — 
+ A. tang, ^ + etc. (J. VH.) x= A. tang.^AZL!i!±!> + A. tang. '^-^^"+^> +. 

~ ^ M" * ^ I + fl.fCx+0 I+f2ftX+2)^ 

+ A' J. f»* f(j^ + • 
A. tang. b_LJL • 

i+frf(x+0 

Scko* 

(*} Produdam rttde/mrittm ln>c Iqco vocatnr » caiiLs fadormn noinorus cft variabilis : defimitum , ctiias 
fadorum , quanquam variabilium , ntimerus tamen certus conftansque eft. In fummatioae ferie* 
rym ipfa fummae expreflio pl6rumque piuribus partibus conftat» quarum tamen namerus definitas 

eft , cum partium feriei numerus (x) fit variabllis : r. c. cum Sx° exprfmilur per * x ** "*" * + 

^x"+ y x^^^ '^ etc. Fari ratione produdum indefioitum baud raro tall expreflioiie af- 
figoatur, quae ipfa refert produChim pluribus faftoribus conftani. 



QVORVX TAVGKimS SECVlfDVM DATAK LEGBM PRQCKDVNT* XJ 

Scholion x. 

5« Xin. Formula pritna praecedentis $phi (4.) coniietiit catn et, a qtia evlk^ 
RVSf ceo a principio eius generis fanunationum exorfua eft: quanquam paullo aliter iit 
exprefla. Demonftratio fynthetica huius formulae ilne negotio coniicitur. Eft nimirum 

A. tang. t^ = A. tang. — T" r " = A. tang. f i — A. tang. f^ 



A. tang. t" = 
A* tang. t"* = 



i+fi.fa 



A. tang. f 2 
A. tang. f 3 



A. tang. f 3 
A. tang. f 4 



A. tang. t^ — I =: A. tang. f(x~i) - — A. tang. fx 

A. tang. t^ =: ' A. tang. f x — A. tang. f (x-|- 1) 

Qaare finguloa teriQinoa addendo, onaiifis partibus» quae fe mutuo deftruunt» prodit 

S. A. tang, t^ = A. tang. f i — A. tang. f (x + *) = ^- ^"8- VT /T \ • ' 

Satius tamen videbatur , oftendere , quo pafto haec fbrmula analjrtice ex iisdem formulis 
generalibus euolui queat , ex quibus cafus etiam reliqui difficiliores refoluendi funt. Ce- 
terum hanc formulam non nifi viam indireSlam moHftrare, ad fummationes perueniendi» 
apjparet./ Etenim fi ex ea fummanda eiTet Series Arcuum, cuius terminus generdis 
= A. tang. X f denotante X funfUonem indicis x » definienda prius foret funftio (p x , 



feu refoluenda aequatio : X = 



^x — (P (x+i) 



, cuius refolutio direfta et vniuerialis ex- 



i+^x^(x+i) 

hiberi nequit: indireftae et particulares folutiones obtinentur, dum aflumuntur varii va- 
lores funftionis (^x» hincque determinatur valor funftionis X. Quare fequentia proble- 
mata direfte ex formulis generalibus refoluam, ita vt a termino generali ad fummam 
frogrejfus fiat , quin ab hac ad illqm regrejfu opus fit. 

Schotion 2» 

§. XIV. Formula generalis (XII. 4.) fimili ratione fynthetice oomprobari poteib 
Eft nimirum : * 

A, tang. t^ — A. tang. f i — A. tang. f^i + r) ^ 

A. tang. t^^ = A. Ung. £2 — A. tang. f (a-f-O 
A. tang. t'"= A. tang. f 3 — A, tang. {(s^^r) 
• . • • * • • • • 

A. tang. tr — A. tang. fr — A. tang. f(ar) 

A. tang. t>+ 1 ^ A. tang. f (i +0 — A. tang. f (i + a r) 
A. tang. tr+2 — A. tang. f (a -fr)— A. tang. f (a + * 



A. taog. t* =r A. tang. fx — A. tang. f (x+r)* 



In4» 
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Inde cnm quillbet feriei termiQus diKibas partibas coDftet, altera affirtnatlua» altera ne- 

gatiua» partes affirmatiuae ab A, tang. f (i-l-r) vsque ad vltimam A. tang. f x deftruent 

partes aequales negatiuas f ac remanebit fumma 

:=: A. tang. f i -|- A. tang. f 2 -j- A. tang» f 3 • • • -f« A* tang. f r 

— A. tang. f (x-}- 1) — A. tang. f (x-|-a) . . • — A. tang. f(x-{-r), 

quae expreftio confpirat cum. prius inuenta (XII. 4.). 

£x quibus haftenus vniuerfe praemiilis quanquam ingens ferlerum fummabilium va« 
rietas oriaturi^fM^ tamen ihprimis ferierum fpecieSf Aipra iam quodammodo indicatae 
(§. III. B. a. b.) 9 ettoluendae videntur ; quarum primam Cap. !• , alteram Cap« II. con« 
fiderabimus. ^ • 

CAP. I. 

DS IIS MAXIMB SERIEBVS, QVAE CONSTANT ARCVBVS, QVORVM 
COTANGENTES IN SERIE ALGEBRAICA SECVNDI 

ORDINIS PROCEDVNT. (*) 

Froblsma III. 
5* XV. Summare feriem Arcufnm : 

+ A. tang. ^^ ■ , fuppoftto 4C = b*^ -f 4«'^ — ^* 

Solutio. 

x) Produftum indefinitum P (l±^ll^^ (J.VnOeftrrP (^^+^^+'^~' ^ 

^ , ^ M + Nr— i « . ^ N 

quo reuocato ad formam iumma erit — A. tang. — . 

M — Nr — I ^ M 

a) Refoluantur numerator et denominator quadratici in faftores iimplicea^ eritque ille 

b» — 4C = I — 4»*, et y* (i — 4a* — ^ar* — 1) = ^ — a*r* — ^) 
X -| : ) ( X -f- — ^ — J. Inde, permutando f — ' 

eum— '1*— 'j,proditdenominator=:rx-|- M fx-^- ^). 

Quare produfti (i) fador generallB =r '-« 

(0 CC infra $.XXX. quem 



^em e& fonnae ^ — (XIL i.) ficile patet. Prodadfatm ipfam reperitBri ob h6t(h» 
«s fe mxrtvo tollcntes^ = x. , , ^ ^ ^ v — — ^ . 

^b+i-,.r~i^^ (,4. b+. + .ar-i^ 



Aft 

N 



3) Hincprodit fbmma Arcnum feriet s A.taog. --- (i)= A«tttig.* 



(x^^)— a(b+0 



cb+o(x+y:i)+a 



a* 



a. 



s= A. «anj. ., . ^ ' w . N^ *^ — ? == A. tang. ^^ , . ^ , ^ , — , ob 40 = ^a* 
^(b-^x)^-_a(b+i)> veiac+b + i — ^a^ + i^b-fi)*, 

C^rottariitm f* 

$. XVI. i) Si X — c^, eric famma ferieir infinitaer (^e! limes fammaey dtum {•• 

3 a 
iles fme fine progreditur) = A. tang^p TTT^ ^^ iwlenit kvlervs (fupra5llI.pofita 

t= — , M=:— , N = — ). 

a a - a ' , 

a) A quo arca & arcus fommam feriei £aitae exblben* (XV^ 3) iiibtrahitar, re* 

3 a 
manet A tang. — ; — — , Hinc famma feriei finitae , termino xto definentls, etiam fic 

** 2X+b + l 

exprimi poteft : S. A. tang. t =r A. tang. -iL — A. tang. > ^f^ *■, Eii^ 

x* + bx+c i+b • 2x+i + b 

deQi^ formulam fuppeditat prodaftum (XV. a.) tanquam compofitum, bpe CorolL IX» 

JCaroHarium ^a*' 
5.XVn. Ponatnr J1. = J^, erit b+i==2aa, r= Jlr:L±±^ 

= a* (flD*-|"^) — **• Hinc eft terminas generaHs feriel bafteniis confideratae 

:=r: A. tang. «■ ■■ ., , ■ .. , ■ .,,,. zrrA. tang. ,, , ■ ^^ 

x^ + (aa« — i)x+a*(»* + — a« uxfx; — i) + (ax — 0« + °^ 

pofito — = n, et ,*~, r=r nh Terminos fammatorlus eft (ex XV. 3«) 

a D 

=: A, tang, JJtl — A. tang iL. • Inde haec prodit fum* 

aax(x + 0+ia*C«*+0 — aa» «x + m 

matio: 



%6 D< VROORC^iaNIBVS ARCVVM CtRCVLAXXVHp 

m 

matio: A. ttng. --J — -{"A-^^^^K* '^ -f-A.taDg. 



«t+ m 3* + in+2n 5» + «n+<^n 

i .1 I A -^ I 



+ A. Ung. -f- ... *^-« A. tang. 



7«+in+X2n (ax — i)« + in + x(x — i)n 

25 A. tang — ? — , dununodo fuerit mn =: a* -{-' i, 

flix+m 

a} Poiito X =/(•> » prodit eiusdem feriei in Infinitnm continuatae fumma 
= A. tang. -Ly vtiextat apud kvlervm (1. c^* xzO* ^^ i>=Xf ^i^^t m=0(^-4-x» 



et A, tang. -i- = A. tang. -— -— + A. tang. ^ ^ + A. tang. _ -— 

+ . . . +A. tang. -_ ■ ' ■ " — - + etc (cf. 1. c §. 4.) 

»*+(2X— l)» + X* X+I 

Corollarium 3. 

§. XVIII* Aequationi mn =a^ -f- i (XVII. x) innumeris modis per numeros 
Integros fatisfieri poteft: n et «ita nimirum acdpiendi funt, vt a^ + i per n diuifibiie 
fiti Qood cum efie nequeat, fi n foret diuifor tS 01» ponatur a = nK-|-r9 (denotant^ 
% numerum integrum , quotientem ex dlulfione Ttf m per n refultantem , r refiduum), 

vel etiam a = n x — r ; eritque "*"' = n** + aic r -|- LlLL = m. Quare fi r 

n n 

et n ita fumanttfr, vt — JL- fit = numero integro, omnes numerl formae nx + r = a 

n 

conditionem requifitam adimplebunt, vt fclllcet eorum quadratum vnitate auftum per n 
dittifibile fit. Ponatur vel i) r^-f-i = n, vel a) —— — n, pofterius quldem, fi r 

fuerit numerus impar, tntri prodit « vel = (r* + x)«ir» vel=: (iJ±S\ jj + r. 

Hinc innumeri valores pro n, « et r; obtinentur. Quorum aliquot, fcilicet pro nj^$^ 
10, 139 179 25 exhibult KVLERvSy nec tamen formula generali eos comprehendity nec^ 
qua ratione ad eos perueniatur , expreflit. 

Corollarium 4. 

§. XIX. x) Pofito n=:r*-}-i, ct=:ni6-{-r, naz=:nx*-{-axr-|-i, erit terminus 

generalis feriei '(XVII. i) = A. tang. . 



nx*+ (anj«+2r— b)x — 11« — r+n«*+2»r+i 

I 



= A.tang. ^-I — • — = A. tang. 

nCx+0*+(2r— n)tx+.)— i+i ^ (r*+O(x+0*— (r— i)\x+»>— 1+ 

fumma feriei infinitae =: A. tang. — (XVIL a)= A. tang. L 

m (r*+i)«+r 



a)Si 



QVORVM TAimnrTss sBCyifDVK DA*rAX UBG&ic PBfyCBDVirr. tf 

a) Si r negadoe^ vel«i=nx — r «cctpiatur, «rit termimu setieraU$ 

= ^" ^"^' O^+OCx+O^ — (r+ Onx+x)+ r+ l . ^ 

= A. tane. ■ — r ' — : :: ^; — ; rumma feriei infinitae 



i / 
A. tang. 



(r*+0«— r* ' ^- 

3) Sit in (i) x=o, In(2)x= i. proaitS, A, tang. ^^^^^^^^_ J_^^^^^^ - ^ ^ 

= A. taag. ' — ; S. A.tang. — -; — ;, ■ , ^ ' ~-» 7— = A. tang. , ■ , A 

® r ** (r* + i) x*+<ir*— i)*x — r+i " #*+i_r 

binis feriebus ita funm^atis reliquae «X ^aliis valoribns r^Koriundae in eo tantum diffe- 
runt, quod in his quidem (i « a) vel x, vel m — i primi iUarum terminidefint. Inde haec oritur 

Summ.atlo. 

"f 

Summa ferlei in iinitae, <:uius termlntis uuisque xtus — A. tang. ^ ^^ ^ ^ — •- •r: r-,' 

«ft*— A. tang. ^ *, ^ — — — ♦ fi feries vet x vet jc -^ i terminis inltialibus (pro fignis 

(r*+0»« — r . ' vr & 

Vf/ fupefioribus t;^ inferibribus) truncata fuerit, i. e. vel x-^ fto vel xto termlno- inci- 
piat. Hinc manifeftum «eft , quomodo einsden^ feriei ^oi^ig;^ fumma iletermifiari q[ueat. 

+ T* + t 
I ponatur n — , 
a 

denotante r numerumimparem» iiaecaltera prodit 

"^Snmmatio. 

x*q:I — arJx—- T+a: 

1 X a ^ 



1 



fumma «ft* = A. tang. rTTT) ^> ^ f^"ei x vel % — itermiai initiales deficiaa^ 



2 



-prouti ngnum fuperius vel inferius famatur. 

5) £.x hiS forwilis , cum pro r in (3) qbilibet tiumerus Integer , In (4) quiuis 
impar , poai poflit, innumerae oriuntur feries fummabiles. Si In (4) fumatur r = i; ^ 
55 7> ^^ (a) ''— i; a; 3^ 4> proueniunt «xempla EVlfiRi ($§. 4. g. 10. 5. 6. 
7« 9.), qaorum Anaiyfin et formulas generales easque fimptices tradere haud fuperfluuqi 
videbatur; quare exempla in numeris addere minus tiecefi*e «ft. 






Schotion i. 
§• XX. Sommationis fundamentalk (§»XVO anatytice inuentae iam demonftrati^. 

fynthetica concinnari poteft. Eft nimirum A. tang. — "^ ^ *— * A. tang. " — ^±. ^ 

a 

;=:A.tang. .2_"; * — =A.tang. ? :, ob. 40 = b^.-f' 4** — J^*- 

x*+bx + ^ i + a* x* + bx + c 

Hinc fequentes o|^ntur*aequationes: 

A. tang. — *— =,A;t«.g.^-^A.tang.^^ 

a * 2a ' sa' * 

* 9+3b+G ** b + J • b+7 

A. tang. , . ^ V =:A.tang.— A.tang.— r — -r-. 

^ x* + bx + c '^ b + ix — X *• b+2x+i* 

Qtutt inuicem addendo jmodit fummatio : • . 

a 2 a 2 a 

S. A. tang. ; , ^ — = ''^'- t*"g* rr^ "'A, tang. — . , , ^ 

^ x?+bx + c ** b+i ^ 2x+b+i» 

Schotion 2. 
§. XXI. Numeratore tangentium « pofitiue accepto, fi etiam b affirmatiuum va- 



Idrem habeat , tangens fummae Arcuum , — ,—:: f S. XV. Q^i oro 

Cb+Ox+i(b+i)*+aa*^^ ^^ ^ 

quouis valore indicis x pofitiua eft. Proinde Arcuum fumma , quousgue continuetur ftf- 

ries, quadrante femper minor prodit. Hinc fponte confequitur, pfo Arcu, qui fum-> 

mam exhibet, Arcum minimum iftius tangehtis accipiendam tSt (cf. 5- XL^. Idem*te- 

nendum, fi b = — /3, et (3 < 1. Sin (J > i = x -[- 7 > erit fumma 

f^i!^ + a +ti! 1 " 

= A. tang. ^\'' ■ - == A. tang. | ']^"*"*^'^ ^ . [ aequalls Ar- 

— yx+l.+ aa» ' -;! 

2 • ^ I — yx+2L^aa» 

l . 2 

cui, cui tangens pofitiw competit, fi x < 21 4. iL , aegatiua, fi x > JL 4-~ 

* y a T y • 

Crefcente x tangens»pofitiua crefcit, negatiuae quantitas abfoluta decrefcit. Hinc facile 

patet^ vtroque calb Arcum minimum affirmatiuum tangentis in fumma expreflae, fiue ea. 

pofciua 



l 



* " .. 



' N 



QTORTM rASQEKTES SKCVKDVM DATAM X.SGSM . PROCEDVKT. Xp 

pofitlua fit ^ fiae negatiua, accipiendam effe'^^. XT.); quippe rumma Arcuum primo cafa 
iii ^tiuni <2aiulrantem 9 altero in quartum tranfire nequit, culn (ingula ferief membra 
Arcus fint, femicircumferentia minores: iftenimirum tlcaniitus fi in' termino feriei v. c. 
nto fieret/^ fummae proxime praetedenti accedqre deberet Arcus femicircumfereutia maior. 

PROBX.SM4 IV. ♦ 

« 

§. XXII. iHuenire fummam Arcuum: A.,tang. — f — -|- A.tang. — ? 

i+b+c 4 + 2b+c 

-|* A. tang. — ? -|- . .-. 4- A» tang. -■* r / ^ /nm^ 4c = b* -^^ 

9 + 3*>+«. »* + bx+t •" 

1 — «— r^ » dinotante r Mm^nMH quemuis integrum. 

Solutio. * 

x) Eadem otpnino ratione» ac^ §. XIV. i. a. teperitur produftum indefinitiuii 



Jx + b— r + — r~iHx + b+r— — r — i] 

^ x+txr>-i >| ^l • '— j 1 [ ^ — j 

Jx + b+r + — r — ij 



^x+tXr-i^N • — ^j y ^-^ j , ^ 



•j.+i .-.-irr--. } 



1 — ^l 



formae fupra (Xlt. 5)- expofitae , fumto f x =z: 



a) Hinc prodit fumma Arcuum ~ A. ta^g. f i *f- A. tang. f 2 • • • -j- ^* tang.fr 

^A. taiig. f (x-j- 1) — A.'tang. f (x-f- 7) . . — . A, tang. f(x-|-r) =:A. tang .If 

Kb— r+a) 

+*«^ '* •« -sa , ,^ 3a 
A. tang. — 7— r +- A. tang. — - — r-r+ . . . + A.»tang. : — 

~ A. tang, " , •—' A. tang. '* — -— — . . _, A. tang. 



r(ix+b_^r+a)" rC*x+b — r+4) "rCJx + b + O 

Coroltarium x. ^ 

5. XXIII. i) Si X = C/^, vel feries in infinitum excurfit, eae fummae partes, 



3a 



quae X inuolutfnt , euanefcunt, eritque fumma feriei infinitae — A. tang. — 

• rCb— r+2) 

-f A. tang. - " ■ — . . . 4- A. tang. _ii ^A. tang.-J±_, quae expref- 

rCb — r + 4) r Cb + r — .2) ' rC^+r) ^ ' ^ 

fio r ter;ninis conftat. , * 

• ' C ct a) Ea* 



20 »c moajas8smmBv& arcvvm cmcvhJaArft^' 

t 

z) Eadem finnmatio fic fynthetice comprobarl poteft : Eft A* tang* " 

ik arr* ■ 

— ^ A» tainf- ;: . =: A. tang. -^ ', ; — =: A-tg„ — 1 



Cb + r) _+x (b* — r*)_4.a^+ t^bx -f r»x^ x*+bx+c 

HIdc termini feriei fnmmandae hnnc In modom exprlmi poffiint : 
A. tang. — f — A. tttag^ 1? — — — A. tang. ^ * 



i+b+c (b — r + 2)r ^ ib+r+2>f 



A. tang. — A.. tang. — — A. tang. 

4+ab+c (b— r+4>r ' Cb+r+-i)r 

A.tang.— _? =A»tang. ^^ « — A^tang^ ?-!! ^ 

9+5b+c: Cb— t+/)c . Cb + r+6)r 

A. tangl ^ — A.. tang; — iiL-.—- A- tang. — 11 — j 

r* + rb+c (b + r)r Cb + 3r)r 

A^tang^ 1 =:A.tang. ^I- — — A..tang. '* 



Cr+0*+(r+Ob + c (b + r+2)r Cb+3r+2)r «^ ^. 

»'» •■ • » *• •■ •■^•i 

Quornm ad4it!one prodlt,^ omiflis- terminls. le mutna deftruenl&ua^ S. A. tang» * ■■■- 

•- x^+b-x+c 

z=: A, tac|f — -f-A. tang» 11 -|- » • » -^ Ai tang. ** 



(b~r+2)r (l^ — r+4)r . tb+r^r 

Coraltarium a^ 
$^ XXIV» SItb=Orerit^ coniungiendo termihum expreffiomff nunmae griihuna 
et penultlmuin^ A.tang. 4- A. tang» — JL? = w; idem obtinetur^ combi-» 

C— r+a)r (r — 2)r 

nando quosuis binos terminos , quorum vnus » primo aeque d{ftat , ac atter a penultimo*. 
lam & r fuerit nqmerus impar^ vel r — z par^ habentur LHlL eiusmodi combinatlones^ 

quarum quaelibet {ummain praebet.=7r^ quibus aeeedlt termlnus vltlmus — A^ tang^ 11 

Hinc crit fumma feriei =: fr »>* ^ ^j^ tang. "» SI r faerit par^ vel r — i impar^ 

ab iftis combinationtbus excluditur termihus Ija»^ = A» tang; tl =A» tang. -L 

2 (— r + r)r o 

=r JL. Quare erit fumma=: ^'"^^^* 4. -1 -f- A. tang. ~» Exinde, £ue r fuerit par^ 

^ a • » rr 

fiue impar/ haec obtinetur ^ Sanunatia» 



QVORTM TAK6SVTIBS 8XCVNDVM OilTAK USOBBff, WpCeHVim ' IStX 



t 



t 



Sutnmatio» 



Sqmmferiei infimtaeA«. taDg*-.Ll-|» A..tang.J! — 4*A. tatig.-:i! — -f* • • ^* • 

I -t-c 4 + c j> + c 

4- A. tattg, -i_ 4- . • . eft = f^~'\T4- A.tang.fi^ fi fuerit c =~_ — ,de- 

ootante r ^^emiib nnmerant Integrmn.. Sub A» tang. — Arcanx mi&knuoft tangcotis; 
fliae ($» XL) mtelligendum elle , ex $» XXIIL liquet^ 

V 

Corottarium 3» 



§• XXV» $lt b = — 1^ ternuBua fummae prxmus et vltrmuff A. tang;. 



3« 



A* tang» .- c6nficimitr 9* ; idem praetient caeterorum teniHixonim bini a primo 

t(— *+r> 

et vltimo aequidiftantes» Hinc fi r fuerit par,. erit (umms feriei =r —j fii r impar^ ter-^ 

minus medius exprffiioms (ammae combinati^nem hau<I admittens eff^ 

• =A.tan5. li^^=JL.hincfiarftna=ilZll>^ Inde haec 

r(_i — r + i+i> 2 *^ 'z ' a » 

nafcitur 

Sommatio.. 

Snmma iertei iufinitae A^ tang. —-^^A^ tang;. — t -[- A. tang» !L« 

' C I .2 + e * 2.3 + 



3-rc 



r% 



TW 



*|* A.«tang;^ — Z. — . » ^-Jf-A.tzn^* ^ -|- •* » eft =!!I,fi4C=i-|^^ 

3?4+c X* — x + c ^ 2 r* 

ifenotante t nmnerum kitegmm. Hlnc (ponte fluit haec altera fuomiatio r * 

A. tang. -{- A. tang. JL* 4-A* tang* — L-^ • - • 4- A. tang. * . 4- . . . = JI 

a + c t^f-c i2+c ^^ + x+c % 

• » 

— A.tang» iL.. 

c 

Carottarium 4^' 
§.XXVL Obx^—x^-czzr^^^T^^^^^^^^^fiimmatidprgecedengitgexhiberi 

4 

poteft: A>tang.>^+A.tagg. J^4.A>tang.4^+-- + A.tg. ^\^r - 

+ • .'. =— f pofito 7 sc — — t*r Ponatarlpco ^a^a; et ar loco rj haec oritur 



z I* 



Summatio» 



Sa^matio. ' . .. 

A. tang. -4-. -t A. taA^. -i — 1- A. tang. _!!_ . , + A. tang. 1 4-- . , ; 

i.+ c 9-*-c * 25 + C (2X-,0»+C ' • 

Ll, £ joerlt c = ?: 1. (vti $. XXIV.) et r Bamerus integer par. Ceterani hsec 

"^4 f* ; 4 

fmimiatio ex priori (§. XXIV») deduci poteft. Ponator nimirmn illic pro a, *-!.; et pro 
- JL; erltS.A.Ung.-- ! = ^'~^^4- A.tang." . Quaferie fubtrafta 

4x»+-7 ^ 

^ r* 4 

a prioriy ob temunos jjnadrata namerorixn parium inuoluentes fe mntuo deftrueqtes, re«« 
manet altera fummatio modo demonftrata. * 

Corottarium 5. 

5. XXV9* Sit 2. _ JL, vel a =l!, erit c=o. Hinc fuiftmationes J.XXIV 

r 2 2 

et XXVI. in liAs obcunt : . ' 

A.tang. ^-|- A.tang. L- -4-A.tang. -L. . . e-l-A. t.-I f-.. = (2r i)-!l; 

2.1 'a.4 a.9 2.x* 4 

A. tang. — 4- A. tang. i~ 4- A. tang. -I — . . . 4- A. t. — i 1-% . = ^; 

2.1 a.9 21.25 i(ax — 0* 4 

quarum prior pro quoUbet nuniero integro = r^pofterior pro numero pari obtinet. Illius 
caftim fimpiiciftimum pro r=x protulit evlkrvs (cf. fupra ^. II.). . Altera fumma- 

tio ibidem conunemorata S. A. tane. fiftit cafum fommationis generalio- 

a rir ' 4* 

ris$.XXV.demonftratae: &fA.t. : — 71 TT = — — A.t.^-» ^ 

ji* + x+. + •— I— r»+-r- 

^ 4 r* ' «f* 

ex qua , pofito t— i , ♦fluit: 
^ A.tang._! 4.A.tang._l-. -j- A.tang _^— . . + A. tang. ~— - ^- . . . 

2,f.a* 6 + a* la+a* , x* + x + a* 

= A. tang. a. ' 

Corottarium 6, • 
§. XXVm. x) Sequentis feriei: * 
A»tang. — t — 4-A. t. ^ 4-A. t Jl +. .+ A.t. — ■ 1-i — --— - 

# + b + e ' 9 + ab+c ' a5 + 5b+c ' ' ' (jx— i)»+Ox— Ob+c 

termis&s generaiii £c exhiberi poteft : A. t«mg. , . V ■"; TT" . Quare 

X» + f i- — 1 J X + IZLiL? 



OyORVM TAinSENTSS SKCVNDVM DATAM LECnsM noCEDVNT. ^3 



et fumtnabilis erit (5. XXIL) , fi fiwrit i— b-t-c^^^JL — i^V ^ + JL. — r», 
, vel 4Cc=:b*rf- — ^4r*, quae aequatio » pofita — loco r, in baiic abit: 40 = b* 



♦ a* 



i6-i-4b + G 



^l^ — « r^ j vbt iatn pro r tnunerus par fumendus eft. 

2) Acuius feriei duplo fubtra6b(erie(§.XXII.), remanetferies/gMfja/^frffaii/ifrfif 
inftrufta haec: ^ ^. ' 

A. tang, 1 — ^ — A. tang. ? -|* ^* ^"S* — A. tang. 

i+b + c 4 + 2b + c .• 9 + 3b-+:c 

+ . . . + Ai tanff^ ? U, quae igitur fommabilis erit. dummodo tiierit 40 == b* 

■ ~ x* + bx+c ^ ^ • 

+tJL — r^ , denotante r numerum quemuis parem. 

3) Ita pofitq b =0, ex §. XXIV et XXVI. haec prodi»: 

Summatio. 

A. tang. — — — h. tang. — L- -|- A. tang. _?_ — A. tang. — — -|- etc. ih xn£ = 
I *f>c* 4 +<^ 9-i-c t^ 4- c 

A. tang: , fuppofito -c — ^ et r numero pari. -E. g. pro azs ^ eft 

aa^ 'r*-. 4 « i.# 

A. tang i — A. tang ^ A. tang. — — A. tang. -J!L. -|- «tc. = — ; vel , pofito 

2.1 ^3.4 a.9 4.16 4^ 

r—a,^f A. tang. £l. — A. tang. fi.. -{- A. tang. li^* — A. tang. llu -f-'etc. = JL 
♦ • • i 4 j^ 16 4 • 

Haec itaque feries Arcuum infinita pro quollbet numero int^ro g eandem fummatBy 
Quadi^anti aequalem, habet. 



. r. 



4 Schotian . x. 

5.' 5pnX./ i) Pofito a ^ r*«, b = r*U, c = r*7, aeqnatio conditJonali» 
4C — b*-f-~ y- f* (§• XXn.) inhanc abit:-47 = (3* -f" 4** "~ '» 9^*® con- 

fentit cum aequatione conditionali §. XV. Hinc binae futnmationes ProbL 3 et 4. in* 
nentae hoc vno TheonmaU comprehendi poiFunt : fummabilis eft feries vel fitiita vel ilifinita : 

A-tang 1! -f A.tang. V 4"^^°8- '^ - + . # . . 

l+^r-fyr* 4 + 3)5r+yr* 9 +3/3r+ yr* 

-4-'^.tang. , -f* . . • denotante r quemuis numeruin integnmii tt fup- 

^ x*+ i8rx4- yr* 

yofito 47 = (J* 4- 4#* •-. I. 

a) Con: 



' 



^4 f>B«VR06MSS1ONIBir8 ARCVTM CIRCVLARTrMy 

a) Confidef eotttr huitts feriei termintis quisque otus y et httnc tofequentes nrf-rtof, 
]i4«2rtu5 a4'3<'^"^* * •♦ eritterminus n4-irt»M=A^tg 7 1J ! ■ ■•. 



— A. tang , , = A, tafig. -, , vbi 

x*r*-f- (2nr-H /dr*)x4- n^rH /5rn-*- yr* . x^-h Bx-f- C 



Quare iermini modo dicti a reBqliis feriei (jC) terminis feparati conftkuxm^ (eriem,. quae 
conditioni ProbL 3. fatisfaciii hincque fummd>ilis eft. Quodli igitur ponatur n=iy 
:a, 3, . . • r; feriesprobL 4. liifpefcitur inVferies terminoruin illius feriei interuallo r 
intticem diftaatittm , quarom q[uaeuifi ex probi, 3. fummari poteft ; iicgue alia via ad f6- 
lotidnem j^rius inoeotam peroeoitun 

• » • ' Scholion a. • * 

§. XXX« i^ ProbleniatR-3 et 4. innomeras ferie^fummabile&praebent, quarom 
terminus geoeralis eft formae A. tang. !! , vbi cotangens . ^ . • eft 

. • , ^ x*-H*bx-4-c a 

terminos xtus ferlei algebraicae /^r«f«M2i t>rdiniSf feo talis feriei, cuiu3 differentiae fecun- 
dae funt ioter fe, aequaies (cf. x.. £vjl£ri Ibft« Calc. dilF. P. L Op. II. §• 37-)* Q^^- 
rum femerum ii hinae, pluresue inuicem addantur, liquet,*oouas exinde oriri feries 
fiUnmalMieSt termimim^generalem habentes formae: 

A.t^g. ^ ' ' ' 



je 



^gx^n»— i^-CX»"^— *4-... 



Vbi coSfficicntes A, B, C . • ^; 1j, c . . ^^ certasinter fe reiatlones teneant neceffe eft. 
Cuiusmodi arcuum reiblutio in fimpliciores cum deinceps amplius exponatur , boc loco 

vnum exemplum fufficiat <*). Eft oinurum A. t iL-f A.t. JL=: A/t ^(r^+^Ox*^- 

2X* ax* 4x^ — r*^* 

linc S. A. t. ^t£>Jl! (ex §. XXVII.) = <^ '" ^>JL + ^V" Ojr ^(r^-.-Ojr^ ^ 
■qoae fommae expreifio taotum ab r-}"^ » ^^"^ ? fingulis r et ^ pendet.* Pro r = r, ^= a, 



eft v. c. S. A« tang. — l = w; vel A.tang L:i 4-A.tang.' 

4. A. tang. -JL!L^ 4. etc. ^ JL* 

2(4*"-— O ' a ' ' 

»>n , • a)Qood 

• . • *' 

(*) Noimullae furamatioaes ferierum algebcalce fummabilinm in Sedione III. occurrent , quas quippe 
^locaps, ceu Coroliaria ex generaiioribusi facilins, ^uam hoe.loco,'demonfbrare iicet. • 



OyORVM TANGENTEJ SECVNDVM DATAM LEOEM PJROteDVNT. 2$ 

d) Quod fi rummabllis eft feries^ cuins terminus generalis = A. tang. X» aiSgnari 

quoqae poterit famnia $• A. tang* — 1 — u = S. (A, tang. a^- A. tang. X) z=:X A. tang. a 

i-<r.aX 

-}- S. A. tang. X. Cum Ht A. tang. a = (x -|- 1) A — x A ^i. A. tang. tang. (x -|- i) A — 

A, tang. tang. x A, vel ba«cfummatio iam fub prioribus formntis comprehenditur (g. XII.). 

Ita inueftigandQm eft, qtiando fummari poffit feries^ cuius terminus generalis — , 

A. tang. A^ ?^T . Hic fcilicet ponatur =: A. tang. « -[- A. tang. ^ et 

fafta reduftione prbdit «=:A, 7=b, 3 = — _, (3=— Zl^i; praetereaque hae 

binae aequatioiies condltionales obtinentur: B = Ab, et 4 ( ±z) =: b* 4- JL • 

T- r^. Ceterum cum haec omnia ex haftenus demonflratis repeti queant^ 



/C— Ac\» 
V i + A^J 



efc- refolutio Arcuum in fequentibus' vberius illuftranda fit , vlterlor expofitio fuperflua 
videtur: indeque etiam infcriptio huius Capitis fummationem ^arum f»/7Jfcrim^ ferierum, 
quas §. XV-XXIX. confiderauimus , pollicebatur, quanquam eadem methodus ad long^ 
plures feries extendatur. Transeamus,igiturad alteram fpeciim ferierum atgebraice fum^ 
niabitmmy fupra ^. III. commemoratam. ' ' 

CAP. II. 

DE IIS MAXIME SERIEBVS, QVAE CONSTANT ARCVBVS, QVORVM CO- 
TANGENTES PROCEPVNT IN SERIE RECVRRENTE SECVNDI ORDINIS, 

VEL PVRA VEL AFFECTA. (*) 

Problema V. 
$• XXXT. Summareferim Arcuum,: A. t. * 4^ A. t. ■ ■ 

E-i-bl:. — ' + c ' E-^+bE — *+c 

4- A. tafcg ^ 4- . . . 4- A. tang. 1 , poftto — — 

*^ ^E^+bE— 3+0*^ ' ^ E^ + bE~x+c ^ '^ E ~ 

0'+ 0*' •" C^— 1)* • 

Solutio. 

i) Prodnftum indefinitum P^lJlJllJi::!^ (§. Vn.) eft 

— *^\EX+bE— x+c_ar— i'' ~ Wx+cc— »r— gtJ^+b/* 



fola- 



(•) Cf. Infia 5. XXXIH. 



\ ' 



folutione ntimeratoris et denominatoris in faftores fimplices, prodit ille z=z 

/ V , c+ar— 1— r((c+ar— i)'— 4b) N / V , c+ar— 1+r ((c+>r— O^— 4 b)N 
Eft.autem(c-|-ar'-^l)* — 4b = c* -{- aacy* — i — a* — ^b =:p* 



•4c*E 



4a*E 



4-a 



1 * 



' jj/E — 1\» /E+i\a, 

CE+0* (E— O^ Ve + x>' \e_i-/ « ' ' 

^quadrato, cuius radix eft = c ^-1111 j J. a fj. Lj.|^-^i. Hincfitnumera- 

tor=;CE^+-^. :-^_.^_j) CE^+r^ + -A^.r— i)^ ^^^ P^^- 

>• ' E+i E — i ' ^ ^ ' E+i » E — I ' y 

mtitando r — i cum — IT — r, denomiiiator = 

,. (^'+FiT-i^-'--')(E''-+iTT + E^-'--') 

i ,, , . I , 9 



ftorgeneraliH=: 



(e^+^+— -.r— x)(e^— « + 

^ ' E + i ' E — I < ^ • 



E+i £ 

qnem efle formae L-^ (§. XII.) iponte liquet Quare erit prodoftum , ob £iftore9 

fl) (x + O 
fe mutuo deftruentesy = 

^' + gi- + E^~ ''-0 CE''+Fi7-g^''-0 . 
(■ +EiT-iiT'— Wji^+EiTr-O 

2) Hinc prouenit fumma Arcuum = A. tang. — ( §. VII. ) = 

M 



Attang. 



= A. tang. • 



(x 4. _f«.) rEx+-^) 4. —ii^ 

JL_ (ex-,) . 
E — 1 \ y 

N 'E + i^^^E + i' 



b 



CoroUarium' i. 
5. XXXII. i)Si feries in infinitum excurrit, vel x ponitur = C/», tum duo cafu« 
font difcernendi^ prouti foerit £> x vel £<;x« Priori cafo, ob E^ = co, erit fom- 

ma 



r 



aVORVM: TAKdSKTJES SECVNDVaT DATAM LECiEM PROC£DVNT. 

ma = A. tang. 



»7 



K — I 



«■■ + Ei^) 



a (K -^ O . , 

^* ^2- (E — OQL+i+c) • Altero cafa , ob 



I — E 



^ — A.tang. ^^_^^ (^c^.b)jb.+'b; 



# 



-E* = o, prc3it ftttnma = A. tang. - 

E+l ' E 

Ceternm pofterior cafus ad priorem rediici poteft, ponendo £=-1, vtfite>i, .vnde 



I 

e 



erit terminiis genendia s A. tong. 



A«tang. 



e — ^ + beX+c 
E c* 



—x A. tang. 



a ;h 



— , vbi eft — — — — — . 

eX + ^e~X+y b ^jj2/-L.^.,V 



eX.^^ — '<^.9 + c:b ""^ 

^T"" » • " I ■ f VCl BM« Zaimm 



+ 



;i^ 



Hinc ex famma pro cafa priorrfamnui pro altero cafa predit, , in- 



deqae femper £>> X fumere licet. 

, a). Suinaia feriei iioltae, limili ratione aC ^. XVI. tanquam difFerebtia binoram 

a:(E — 



i + c:CK+0 



Arcnum exhiberi poteft ; fc. S. A. tang. _- — A. tang. 

A. tang. ^ ,, • qubram alter pro x == t/i euanercit* 

£X+c:(b:+0 

CorotlariUftt 2. ^ 

§• XXXin. l) Quodil accuratlus^coniiderenturtangentes inuerfae vel cotangep« 
tes arcuum feriei , af^rebit » eas formare feriem recurrentem fecondi ordinis cum ap" 

v X «L k I.'' —— X .1. 

. ■■ V^ = z , et cotangentes Arcuumleriei proxime 

a 

infe- 



piHdice. (^) Sit nimirum 



(*> DenemioationMi feriemm ri«tirretotiatn cttm app9ndh$ ab AoalyfUs Italispaflhn vAirpatam (cr.Gli 
Eleimnti teorico*>pratici delle JHlatematicite pure del Padre Odoardo HkeHif Tom. IL Modena 
>77i- 4* P^S* 408- fq.) primoi adhibuit ^ir<. RiuMu Cf. de Bononieofi Scientiaram et Artiam 
InWtttio atque Acadcmia Commentarii. Tomi V. Pars I. Botton. 1767. 4. p. 87- 1 ©8. »i^« »- 
mino generaii ferierum recurrentium cnm appendice. ,1 ' Tomi V. Pars 11. p. 415-430. ,»Addita« 
menrum ad opurcblnm de termino ^enerali ferierum etc. ,» fliic p. 87. haec verba fxtant: »• . • 
Aliud rerierum recarrentinm genus, quaram termini /ioaali d^terminantur» fi aliquot antecedenti- 
busper conftantes multipiicatls addaa vel demas qujntitatem iteti^ confhintem. Has autem pro* 
pter tenninnm conftantem qoi additur, Ucet aominare feries rfcarrentes cum appendict.,» Com 

9 2 i€»tat 



a8' DK PROdKESSlOKTBrS ARCVVTW CIRCVtARlVM, 

« 

infequentium, fiue x -}- iti et x -j- 2*» , fint z^ z", tum erlt z^^ = -^ . z^ — z — 

■ "^ - — - . Ponatur enim — E^ -I E — ^ = ^i vel ^ st « ^ , erit l termi- 

nus generalis feriei recurrentis vulgaris, cuius fcalam relationis confiltuunt — ^ , — 

iu 
E ' I E ^ "i* I ' • * 

— ;-. = — - X f vt fit ^^^ = — : — . ^^ — ^. Hinc fponte fiuit altera aequatio inter 
a) Proinde fumtnatio §. XXXI. XXXII. ita quoque exhiberi poteft : S. A. tang. — 



a 

3=SA.t. 



K^ — I) 



z 



EX f I 4. _i_1 I. _1_ 1, ^ . i+c:(E+0 EX+c:^E+0 

l ' E+iJ ' E+i~ E 



fuerlt z tcrminus generalis feriei recurrentis, cuius lex hac aequatione contlnetur: 
z** — — — . z* — z : . Requintur autem infuper , vt fint bim priores 



a 



% 



hulusferiexter«um= . — , pofito-=^-^+^^^^^ 

Inter quos igitur terminos et coSfFicientes aequationis legem feriei rZv z exprimentis certa 
reiatio iocum faabeat necefi*e eft. Quae relatio fequenti problemate accuratius definietur. 

Problema 6, 
§. XXXI V. Sumtnare feriem ArcKum : A. cotang. A -f- A. cotang. B -f- A. cot. C 
-|- . . . -j- A. cotang. z, progredientibus A, B, C . . ,. « , z^, z" in ferie recur^ 
rente tatt^ vt fit z" = mz^ — z — n ;'/Tr affumta infuper inter terniinos binos 
ffriores huiUs feriei A, B et coefficientes m, n hac aequatione: (m-}-2) (AB — 1^ 
— (A-l-B) (A.|-B-f-n> 

Solutio. 
i) Comparatio huius fcriei cum ferie prius fummata (,§. XXXIII. a.) fequente» 
quatuor oiFert aequationes : 

i) m rr 

ijitur dircrtinen intcr ferics recnrrcntes vulgares et feries altenu.s generis, feu recorrentes cum 
appendice» in eo poiituro fit, quod aequationi , quae iiiafum iegem exprimit, aeque ac earun- 
dem terroino generali adiiciendos fit pro His nouii.s termiiius , e. g. — n , aequatioui §. XXXIV, 
et c : a termtno generali $. XXXIIII ; ad fimiiltudiiieni aequationum quadraticaruBi, qnae in puras 
tiaffeHas diuiduntur, feries recurrentes altertus gtneris liaud incommode afftSLa» vocari videntur. 

Ceterum feries recurrentes «ffe^be n- ordinU reducuotur «d fwies recarrentes poras n^x or« 
dinis. 



QTOHVK TAKGENTES SECVKDVM DATAM LEGEM^PROCEDVNT* H^ 

'(E-0'c . 

a) n = — -£-— . 

" -) A ^ 1 '' I " I ' 

^^ a ^ avE+a» ^ (E— 0* ~ » 

4; B = — + aEE + 0* "^ E.E_0» "*" . 
Ex quibas non tantum determinari poffunt quantitates c, a» E; verum etiam . inf ertur 
aequatio ioter ipfas quintitates A| B> m» n. Quo ex 3 et 4, ^dhibendo 2| eliminen- 

tur c et a 5 habetur B E — A = E 



E*— . c >_ . . _ _ c* 



-I (E — i), AE — B = 



-t. • 



a ^ ' ~~a(ii+0* ' 
' 1 4- • I 1 + — (E — l); vel, ob — =— %^, — = 



inE~J T (li^^lF^ l~~E J ^ .. ^ '\ ' » ~(E_;3* 



.0* 



a» 



erit: BE — A = E 1- =; >i AE — B r= 



~CE— 0*' • ' . — a ' E 

+ 11— IL i f!L • Quae aequationes cAmbinatae praebent : 

[hE — A — JL—] \aE — B~—1J — —— + (E+OS vcl euoluepdo, 
l ii — ij l h — ij (E — 0* - » ,^ 

. (BE — A) (AE — B) — En(B + A)=(E+i)*. Hinc porro fit BA (E*+j[) , 

— (A*-t-B*) E— En(B-f A)= E^-^- i + aE, feu ob E.* + 1 = mE,(ex5 

Bam-^A*— B^— n(B+A) = m4.3; vnde prodltm^^^+^'"*"""*'"^^^'^^ ^^ 

BA — I u 

m-j-a = )^ — ■ ^ ^ -^ . — .,, ^ ^^ ^ ^. Sic jgitur muenta eft aequatt^, 

AB — I AB — I N 

' ' > 

^ndt^ioiia//^ deiiniens relationem neceflariaminter quantitates A^ B, m, n^ eandem in 
problemate iamr enuntiatam. 

a) Quod iam ad quantitates c et a ac fummaro inde determinandam attinet, eft, ex prius 

(i)demonftratis, BE—A- 2!L =!l!l=:l2 , hinc -l^ = l^EziA—L. 

II— I a E— I (B.— A)(K— 0— En 

et = = — ~ . Quar^ fumma feriei infinitae eft 

E+i (J^ — i^^ih-^O (BE — A)CE — 0— rKn 

(§. XXXIII. a.) = A. tang E(E^ — 1)_ ^ _ ^^ ^^^^ ^f^+'^ 



(BE — A)(E — i) — iin+nE- BE — ifV^En* 

Summa feriei finitae reperitur = A, tang. ' ^ '" '^ ' 

BE — A+nE 

- — A.tanc;. - M_Li? . Qiiantitas E ex aequatione 

^ tX(BE — A)— iiEnii^ — "— OKii — i) E^ + i 



to 



DK vno69MS^0Wn^ AIWJWM mKC!VXAllXVM» 



'E^J^x^taEietermmBturf ita qiiidem, vtiitE>x, nullo ad fignum refpedu ha« 
' bito. Hinc eft E = !!±Il^!!l!z:j2 , -^V— — ^~^^"^~^\ fi m negatiuum valorem 

habeat =: — «. 



Coroltarium x. 

5. XXXV. Expreffio fummae feriei infinitae fequenti ratione' transformatur. Ob 
(BE — A)(EA — B) = nE(B+A)4-(E-f.i)* (S.XXXIV.iO^ eftB(BE — A)' 
4-nE(B4-A) = ---(E-f i)*4-EA(BE— A), ac vtrinque addito A(BE— A). 

(B+A)(BE~A+En)=:(E4.i)(A(BE— A)--E — i), hinc . ^^^^^+^^r ■, 

BE — A + Ea 



B + A 



AB— 1— (A^+i):E 
A + B 



Quare eriti ferie in infinitum produfta, S^ A. cotang. z ^ 

E+i 



A. tang. t vel etiam = A. tang. — 4- A. teng. 7 • 

* AB — I— (A^ + 0:E ^A^ ^ BE — A 



Corollariufn 2. 

§. XXXVI. 1) ObC = mB— A— n, habetur B*-}- C*^- n^B-fC) +a = 
B*^-in*B* — amBA-|-A* — amnB^-an A-j-n^-f-^^"^'""'^ — nA— .n*-|-a 
= B*-f.A*-f-nA4-nB-f a-f-m^B* — amBA — mnB = mlBA — i^-f-m^B* 
— amBA — mnB = iii(mB* — AB — nB — i) = m(BC — 1). Quare aequa- 
tio conditionalis inter m, n et terminos ferlei cotangentium primum et fecundum fuppo- 
fita locum etiam habet de fecundo et tertio» hinc de quibusuis terminis fibi inuicem pro^ 
ximis: vtfitz^2*-f z"z"-f.n(zi+zi^)ia=m(ziz" — i), feu(m-f-a)(z^z"— i) 
= (z^+z")(z^4.z"4-n). 

■ 

a) Hinc feriei ab inde termino x-f-ito vel A. cotang. ^ in infinltum excurfentit 



7.1+7- 



II 



crit fumma A. cotang. z^ 4- A. cotang. z^' 4- . . . in inf. = A. tanff. 

Qua ferie a priorI'(/§. XXXV.) fubducta remanet fumma feriei finitae ad V€que terminum 
xtum _ A. cotang. z productae, A. cotang. A-|- A. cotang. B -|- . . . -f" -^* <^otang. z 

= A. tang, 1:^ Ji. tang fl+fl! , dum fint z* et 

AB — i — (AA + i):E z^zii — i — (zlz^ + O^E 

yp' cotangentes vltimam z proxime infequentes. Erit igitur^, poiita vltimam praccedente 
= 's^f z^ = mz — ^z — n; z^^ = mz^ — z — n = (m* — ijz-^m^z— (m-|- j)n- 
Quare iam folutionem problematis 6. fequens compleftitur: 



Theo- 



QVbWM TAKCJiENTES ^CVKDVM nATAH t.EOEM PROCEDVNT* 8^^ 

Theorema generale, ^ 

Summaferiei infinitae 
A* cotang. A -|- A. cot. B -|* • • • H" ^. cfpt. z -|- A. cot 2^-|- A. cot. 2^^-|- . •'. 

ri? = A. tang. L__— ^ p«/»*<> ^" =: m2^ •— z — n, et 

Ab — I— (A*+i>:E 

(m-)-a) (AB — i) = (A-f- B)(A-|-B-|-n). ji qua fumma, fi feries termino 
A. cOtang. 2 finitur , fubtrahendus eft Arcus A. tang. ' '^^ — - , 

J/t /»i^^m -i =: " -r Cm^-4y ^ ,^ (^^ XXXIV. 2.) 

Scholiou !• 

$• XXXVII. Operae pretium efle videtar, oftendere^ quo pafto folutlo praeceden'- 
tU problematis inuoluat fimul folutionem problematis 3. (§. XV-) 1 itiftar cafus par- 
ticulari^. Series nimirum algebralcae fecundi ordinis conliderari pofTunt tanquam re- 
currentes afFeftae eiusdem ordinis^ ob differentias fecundas conftantes. Poilto igitur 

5. XV. — ==: 2, erit z^* — az^ -f- z differentia fecunda — — ; hinc eft §. 

XXXIV.^m=:3, n = i, E±=r. Aequatioconditionalis(B— A)*-4-n(B+A) 

+ 4 = in bancabit: 1 _ — -j-^^*** vnde fit 4 c = 4 a* 

P ^E ■+• T^ 2 

-4- b* — I. Summa feriei infinitae eft = A. tang. — =: A. tani?. — ; r- 

* ^ BE — A + nE ^ 3 + b— 2 

a 
-c A. tang. r—j-- . Qoae omnia cum fupra inuentis apprime confpirant. 

Schotion a. 

5. XXXVIIT. Summatio problematis 5.. §. XXXI. fimili ratione ac fummatio §. 3HC. 
iemonftrari poteft, refoluendo terminnm generalem in differentiam binorum Arcuum. 

i) Sit nimirum A. tang, -~-- — -— _ A. tang. A. t. ■ ^ ■ — » 

erit 



EX + bE— X+c E»X-f^ l+^EX(E+0+/S* + «* ~EX+(-J^+.*)E— ^4-;r(E+i) 

. . ■■ ■ 

E E 

Hmc tre« oriuntur aeqnattones: 4=:m(£^z):£; bs=: — -^ — j c = ■ - ^ . Ex 

£ ' E • . 

' - • prima 



5» ^ DE PR(KSR£SSIOKIBVS ARCVVMC CZRCVLARZVM, 

aE o cE - ' - 

prima et tertia hi^betnr x = -^ $ (3 = "TT" » fecunda praebet aequatiotieiii condi- 

' tionalem : — _ ^ ^ - -|. ^^ . Eft igitur A, tang. 



E~(b:+0* •Cii^— O^ "* ** EX+bE~X+c 

a:(K — i) . ^ a:(E — O 

A. tane. ' ^— : A.tang. «— 

^•""^•eX— I + c:(E+0. ^ EX + c:(E+0 

a) Hinc termini feriei fummandae feqnentem in modum exprimi .poflunt : 

a ^ ^ a:rE — i) , a:(E — i) 

A. tanir. r^ = A. tang. A. tang. — •• — ; 

; **E + bE-^A + c ^ t + c:(E+0 ^ E + c:(E4-0 

a a:(E — r) ^ a:CR — 

A. tane. : — = A. tang. — A. tang. . 

^ E* + bE— * + c E+c:(E+0' , E^ + c:(E+0 

a a:(E — * a:(E — O 

A. tang. ^,^,^_,4.^=- A. tang. ____ A. tang. ^,^^^^^^,^ - 



a . a:(E — * . "'(E — O 

A. tanff. ■ ' ' ■' = A. tang. • A. tang. — • 

^ KX + bE — X+c ^ EX — i+c:(E+0 EX + c:(E + 

Quos inuicem addendo prodil fumma " 

^ A.L. • a A *. a:CK — O a ^ a:(E— ^O 

S. A. tang. : = A. tang. 1:^ 1 — — A. tang. ^!: — . 

EX + bb— X + c i+c:(E + EX + c:(i^+0 

(cf, §. XXXII. 2.) 

f \ Sehotion 3. 

$. XXXIX. E!x haftenuff demonftratis, cum aequationi (m-j-a) (AB — i) = 
(A-j-B)(A-|-B-j"'^)^ quatuor quantitates indeterminatas inuoluenti, infinitxs modis fa- 
tisfieri poffit, innumerae obtinentur feries fummabiics ^rcuum , quorum cotangentes ad 
legem feriei recurrentis latiori fenfu ticceptae procedont. In fequentibus feries inprimis 
infinitas confideremus , ad quas finitarum fummatlo fine negotio reiiocfttur (§. XXXVI.)'. 
Deinde in "^os cafus maxime inquirendum videtur, quibus fingulae Cotangentes numeris 
integris exprimuntur: quod fit, cum A, B» m, n, iftiusmodi numeris aequantur. Quati* 
qoam r-efolntio aequationis praedifUe in numeris integris ad An($lyfin Diophantedtm per- 
tineat) nec fit buius loci, primarios tamen cafus euoluamus, et quidem x) quando cor 
tangentes A, B, . . . z . » funt terniini feriei recurrentis firiSlitis fic diftae (§. XXXIX- 
XLVI.)r a) quando eaedem aequantur quadratis eiusmodi terminorum, vel liorum qua- 
dratorhra aequemultipiis (§. XLVII-IiVI.)'; 3) cum A, B, . . . z . . fint numeri integri 
in ferie recurrente quacunque o^iffa progredientes (§. LVII-LXXXV.}. Theoremata 
Euc fpe6lantia particutaria vocantur, quoniam ea fubfunt theoremati generalf 
S- XXX VL (*) . Theo- 

(*) Ad Tianc difquintionetii » a cliflicuttatibns Iiaud Irberam , ac, fateor, fatis lonsam , exinde maxime 
perdu^tus fum , quodin quatuor exemplis ab svLfiR^o prolatis ($. llt.) cotangentes numeris 

integris 



" / 



QVOHVM T.W6EOTES SECVNBVM DATAM LEGEM PROCEDVNT. 33 

Theorkma PARTICVLARB I* 

§. XPCXfX. b, Numeris A, B, . . • z, z\ 7}^ . . . progredientibus in ferie recur- 
rente fcalae m, — * i^ vt fit z^^ z=z xxit} — z; erii fumma feriei injinitae 

A. ootang. A -f^ A. cot. B +• • • +A. cotang. z -|. .. . = i A.cot,:ll!lIlil2i^^ 

AB — i/ 

Demonftratio. 

1) Ponatur §. XXXVT. nirro, tum bmasi aequationes inter z", z\ z; «c inter A^ 
Bf tn, n fponte in eas ipfas abeunt f quas thffrema enuntiat. 

fl) lam fumma feriei indnitae eft =:-A. tang. 



AB — X — CA^+i):E 

A+B . A+B .I4 J 



2. 

m 



/•aB— r^(A»+0^\. ^ I 



.2 



Eft autem ^ 

A+B 
A' B=*— 2AB + 1— (AB— (A^+Ora + CA* + 0*^ + A* + »AB + B* 

'■ (A+B)* ^ 
^^A*B*— .2AB+1 — (A^ + B*+2)(A*4-0+(A^+0*-— + A* + aAB+B» 

a+B)* 

A* — 2A* — i^(A*+0*llll iA^ + iyf— — A ^ 

s=: — . / • 4 = X 4 y .. . Quare pouto 

<A+B)* (A+B)» 

AB — I — (A^+i^mr^ ^.^ * .1 -^.x^ 

=T, eritfmnflia=:A.tang. ^ . =:A.t.y^(T^-|-i)->T 



A+B ° T+rCT^+0 






integris exprimantur. QnaiKiuam haec exempla ex tbeoremate nonro generalt ($. XXXVI.) haud 
difficalter 4ftduci queant: l^oc tamen ipfum theorema innumeras fertes praebet, quarum cotangen* 
tes nomeris /r^jr exprimutitur. lude {iriftius oflendendum videtur, ex codem tnnumeras etiaoi 
i^ries fluere, quarum cotangentes numeris integris aequantur. Quomodo tales feries direfte ac a 
priori fint inueftigandae , au fequentibus ita declaratum eft, vt vix quicquam reliquum efle videa- 
tur. Sic etiam.quatuor ifta exempla ad formas generales reuocantur ($$. XLIII, LIVf-LVI, 
LXXII.). Pro binls ex illis ab bvlbro legem progrelTus cotangentium haud expreHam enfe, 
fupra iam monui (S.IIL); ^ quartum qifidem a ceteris ita difciepac^ vt lex progreifus aUaomnl* 
no ratione eaque magis abfcondita inuelHganda fic. 

E . 



34 DB PROdREgStONXBVS ARCWM CSmCVLAtllVM» 

— i A. cotang. T. Eft porro (A + B)* = 2(AB — i) + m(BA-^ i) vel 

(A+B)* — m(A^+AB)=:rj(AB— i)— in(i+AO. hinc T=.^J^^5 
vndeconfequitur ipfa fammatio demonftranda» 

Corollarium i. 

' . , ■ • 

]$. XL. i) Samma ferjlei finltae A. cotaqg. A -^ A. cot: B -{- A. cot. C -{-... -j- A. CQt< 9 
«X %. XXXVI. eft = i A. tang. . / ^ i A. tang. -~— ^ ' 

. A+B— Am zi+2**— me* , 

=r i A. tang. . ^ — — i A.tang. --f-: 

a) Ob A. cotang. B -j- A* cotang. C -[",••• "f* A. cotang. « -^* • • • 

— i A. tang. — ■ = 1 A. tang. , apparet fammam feriei infinitae etiaoi 

B + C — — B m B -^— A 

fic exprimi poffe : A. cotang. A -|* A. cotang. B -|- • • . -|- A. cotang. 25 ^- • , • « 

A I • B — A 

-r A. cotang. A + i A« cot., « ^ 

% ' 

n a 

f 

V , ' Corotlarium a. ^ ^ 

§.'XLI. Si quantitatnm B et m vtraque negatioe acciplatuf , tum ex praecedente 
fammatione obtinetur feriei fignis alternantibus inftrudae: 

A. cotang. A — - A. cotang. B -|-.. . - + A. cotang. z Zfl in inf. 

, . A(i+m) — B ^ „ t (A — B)* 

fumma = i A. cotang. ' ■ — , pofito z" =: mz* ^— z, et m — a '= — •> 

a AB + i 

I 3 

Quae famma etiam fic exprimi poteft: S i A. cotang. 2= A. tang. — « — • J A. t. 



A A + B 

Cum fumma feriei necefl*arto minor efie debeat, quam A. cotang. A, ob ferlem A, B, ..•^ 
z . r crefcentem , facile apparet , 10 fummae expreflione Arcus minimos intelligendot 
^fiTe, quales etlam in ipfis feriei terminis fupponuntur (cf. $• XL). 

jCorotlarium 3. 

§. XLIF. Ex aeqaatione conditionali $. XXXIX. m = ^'fB*'^* confequitur 

AB— « 
^^«.A±.r(m' A^— 4CA'+n. + 0) g.^^ ^pp^j.^^^ proditurum effe valorem ratio- 

nalem tS B , ponendo A* -^ tn'\-a, — Of ft?u m si; --7 A* » — fi> vnde fit B s=: mA* 
Exinde nafcitur fequens 

m 

l Summt- 
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*' ' ' 

Snmmatio. - 

A. cpt. A — A. oot A ( A *4- a) 4" A. cot/(A ( A*^- 2)'* — A) — etc. + A* cot. z + in inf. 

=: J A. cotang. — , cotangentlbus A, A (A* -j" ^^ A (A* -f- ^)^ — -A> • • • ^^ ^^ i^^ . . • 
bac lege progredientibus , vt fit z"=: (A^-f- 2)z^ — z, 

Exempla in numeris^ 

$.XLIII. i)PofitoA=ri,eritA.t. I — A.t,-|--fA.t| — A.t. xV+A-^tV— -^tc, 
— f A.tang.a; vbi eft 8 = 3 -3 '-' iJ ai = 3.« — 3; 55 = 3«a*^ — 8; . .,• 



♦ » 



2^' =; 3 z^ 



2)pro A=: a, habetnr A.tang.i — A.t.Tz^ A.t. ^V — A.t ^jrj^ -|- A.t.^^yV-ff' — ^tc. 
sr= J^ A. tang. i = ^; exiftentibus numeris 70 = 6 . la — a ;,. 408 = 6 . 70 — la ; 
5^78 = 6» 408 — 70; . . ,. z"3=:6z^ — z. 

3) Pofito A=:3 , eft A. tang. f — A. t. ^V -f- A. t. fi-^ — A. t. tVtt + etc. 
rrz T- A. tang. -f ; vbi lex numerorum his aequationibus exprimitar : 360 = 1 1 . 33 — 3 ; 
3927 = 11.360 — ^^33; . . .z"=iiz^ — z. 

4) Pro A = 4. habetor A. tang. ^- — A. t. y'^ -}- A. t. ttV y — A. t. ttt 1^^ -|- ^^ 
= i A.t.f = i A. t. 4; vbieft liapa = 18.72 — 4; 23184 = i8« 1292 — 72; 



4 • » 



z" = 18 z^ 



z. 



• % 



5) Pro A = 5 habetnr A. tang. j- — A. t. ttt "4" A. t t^-^s — A. t -^•^i^-^r "1" ^^^» 
4A.tf ; vbi 6^135^27.5; 3640 = 27. 135 — s; 98i4S = 3Z' 364<^ — ^^35; 
. z" = 27Z^ — z. 

Quae feries quomodo pro lubitu contihuandae fint, manifeftum eft. Exemplum (2) fu« 
pra iam commemoratum (§. II.) cxtat apud evlervm (1. e.), quod igitur iam ad for« 
m^lam generalem reuocatum eft , quae tamen ipfa alio refpectu pafCicularis eft* 

jitia exempta numerica. 

. 5. XLIV. Quo pateat , praeter feries fub formula §, XI.II. comprehenlas alias in- 
fuper exhiberi pofle feries, ad cafum i. fupra (§. 3CXXVIII.) expofitum pertinentes, fe* 
quentia adiungam ex^mpla. 

1) Sit A = I, erit m-f2 ^ ^i±52! ^^I±jL — p -f- 4 + -1 » fumendo 

B — I = (3. Hinc poni debet 3 = i ; vel = 2 ; vel = 4 ; vnde B obtinet valores 
A 9 3 ; 5 ; ct m valores 7 ; 6 ; 7. Quare fequentes tres^ oriuntur fummationes : 

a) Ex B = 2 , A. tang. i -f- A. t i -|- A. t tt + A* t ^V 4" A« t. ^i^ 4".^*^^* 

'= ? 4- X A. tang. a 5 (§. XL. a.) 

' E a • ftu 



I • 
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feu A. tang. i-^- A. t. tt 4" ^. t. -gV + A. t. yt ^ -f* «tc. = i A. tang. a ; vbi eft 
131=7. a — i; 89=;:7-i3 — ^f • • • z" = 7^^— -^* 

b) Ex B = 5 prodit A. tang. i -|- A. tang. f -|" A. tang. -^Tf 4- A. tang. «yj-j- -|- ctc. 

= ^ 4- i A* tang. j^ , feu A. tang. y-^-A. tang. ^»^ -j- A. tang. T-|-y -^ etc. == 5 A. t» ^ ; 
vbi eft 34= 7.5 — ^; 233 = 7.34 — 5; . . • zl^ = 72* — z. 

c) Ex 8 = 3 , fit A. tang, 1 -[• A. t-f. -f*^» t. tV4"A. t. uV+ ^. t. yjY + ^^^- 
=: A. tang. i -f- i A. t. fl = il!; vbi eft 17 = 6 . 3 — i ; 99 == 6 . 17 — 3 ; 

-8 

577=^=6.99 — i^; . . . z"z=:6z^ — z. 

alSitA=j?, eritm+a=;:^ii'^, feu, pofito aB— x = |3, 4(m+jj) = 
(^+5)^ — |34- 10 +— . Vnde ponendum (3 = i; 5;. 25; B= i ; 3; 13» 

ni = 7 ; 3 ; 7* - Extremi valores^ Iiaud nouas praebent fummationes ; ex mediis autem^ 

feu pro 8=3» baec oritar fummatio : 

A. tang. ^ -|- A. t. j^ 4" A- *• .T + -^- *• ^V + ^' ^- ^V + A. t. tIt + ^^^ 

= i A. tang. 2 -|r A. tang. !■=: J •— i A. tang» 2 ; feu 

A. tang. T + A. taug. y + A. tang. tV + ^* ^°S« ^V "h ^^^- = r A. tang. 2 ; vbi 

€»7 = 3.3 — 2» i8 = 3'7 — 3; 47 = af»i8 — 7; ^^^3 = 3.47 — 18; • • •• 



z" = 32^ — 2. 



Scholion i. 



5. XLV. Termini generalcs ferierum haftenus inueftigatarum facile exhiberi poflunt, 
eum cotangentes in ferie recurrente procedant. Ita terminus generalis feriei §. XLII. 

fummatae eft ^ + a! cotang. z = + A. cot. ^^^^ + ^H^^^^ -^^^^^"^ '>-^^^^^ 

pofito ^ = g; Exinde nimirum prodit pro x = i , terminus primus = A. cot. 2 g = 
A. cot. A ; pro x = 2 , termmus alter = — A. cot. ^ ~ 

= — A. cotang. A (A*-|-2); et lex terminorum hac aequatione exprimitur: 

z" = 2(2g* + i)2^ — z=(A*-4-2)z* — z. Pro exemplo evl£ri (§. XLTIT. 2.) 

cft g = 1 , et terminus generalis = + A. cotang, i- ^ — i — 1 ■ — ; 

± A. cot. (3 + 3rOX-o-arOx 

%rz • - • 

• Scho' 



--»* 
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I 

Sckotion ' a. 
$• XLVr. i) GeBeratim- cafus haftenus expofitus n=r o, idem eft ac fi in formulis 

(§. XXXL XXXn.) ponatur c —o. Tum eft b = J'''' ^, et liaec prodit fummatio: 

{JL — i)* 
. ^ E+bE— ' ' E*+bE— * • E'+bE— ^ ' E^ + bE — ^ 

— A. t. ^ — A.t. =:A.t. . Summa fenei infimtae 

-7 E — « E^CE— i> EX+b:E 

cft =r A. t — ^, fi E> I ; eftdem = A. t. ^-^^^, fi E < r. Sir: ?=— > erit 

E — I a E-— I « - 

«CE— , . «»Cf: — , ^ «CE — 1) , . ^ «CR — O 

A. tanff. : h Art. [- A. t r • . . + A. t , ^ ■ . — ; 

— A. cotang^ d — A. cotang. &l E^. 

2) Pofito Ez=: — «f fummatio modo.inuenta in hanc abit: 

A. t^ng. A. t -^ izr+ A. t -^-5 — . . . ± A- 1 -j— j^^ 

> — A, cotang. tft db A. cot. k c^ ; figno fuperiori pro x pari, inferiori pro impari fumto. 

3) Sit f zit a*f prodibit: 
A. t A. t — ; — I- A. t ^ — . .XA.t — ^-r? 

— A. cotang. a ± A. cotang. «* ^"♦- '. Pofito « =r" fg* -{- 0+ S» ^^"^ emanat 
fummatio §. XLV, fcilicet S. + A. tang. • ^ — ^ ^^ ~ =: 

^ , .~ (rcg^+O+g)"^ — crcg^-*-!)— g)** 

A.tang. (r<g^ + i) — g)±A.tang.(r(g* + iJ — g)*^"^ S vbieft 
A. tang. (r ( g* + i) — g ) = T A. cotang. g. 

Expofito iam primo cafu, quo cotangentes in ferie recurrente procedunt, transea- 
nus ad alteriim cafum (§.XXXIX.), cum eae aequentur quadratis, eorumue aeque- 
'tnultiplis, quorum radices iftiusmodi feriem conftituunt 

Huc fpeftat fequcns 

Theorema particvlarb a. 
5. XLVIL Summa feriei 

< A. tang. ; — ; 777+ A.t ■■' ' , ^ Tr, + A. t rr"; rr* + • • • • 

, a a;C«^ — O . a:Ce^-^T) 

• +• ^'CeX + ye-X)* </*=A.t ,+ jy.^e»+0 ~^'^* e* ^ + ay:Ce* + 0' 

fofitoA = 



rCe*— 0* 



«le^ + O • Demofi» 
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Deinonft,ratIo. • - ^ 

2 

In^formnlis §. XXXI. XXXII. ponatur c=: af"b, vel b = L., tnm aequatio 
conditionalis in hanc abit : ^ J yel ^ ^ ct 

4E"^(K+.i)*~(E — O^ 4E(E4.x)^~(E— I)»' '. 

poi4toE=:e*, c = 27, "Ce^ O — fj — ^ Terminus. generalitf fit = 

A* tang. ■ I — * ^ =-: A. tang f: . Summa ex §. XXXIIt Zm 

4 
fponte iQtiotefcit. ^ 

I Corollarium z. 
$. XLVni. Summa feriei infinitae eft = A. taiig. .: r(e*-=-0 

■ eCe^+Ofi + ^l.l 
l e*+»3. 

— A. tang. — . T , — . Sumtna ferlei ilnitae s A. tang. ^^ ' - 

e(e*+i+ly) «(•» + ! +ay) 
-/(.»— i) , . • r(e» — i)re*x_,) 
•— A.tang. i =A. t. , , 

e(.»^(e».+ 0+Jy) e»X-t- » (e^+ 1 + J7) + y» (e»+ +Jye» * 

Corollariutn a. 
• §i XLIX. I) Pofito 7 = — ;i , erit A. Ung. 



f «'z^.!* 



+ A.t..^^.f-!l-M^+A.t.-_i_. 



e (e* + O 
e* — r \t 



fi — e— 



e(ea + i)*|e^ — e — «j e (e*+i) * [e^ — e — 3J 

r e» — I 1* A i. I A ^ 
r= A. tang. — A. tang. 



• • • 



,2 — , 



+ A.t. !_.L-1^_ 

' e(e* + U^ — e — Xj e e(eaX(e2 + -2) 

M ^ e(eiX(e2 + |') — e» — a\ e(e^X — ,) r • • • c •-. \.ii. 

V-; A. t. — ^: — " : ' — =: A. t. — i i- . Summa fenei mfinitae eft 

— A. tang. JL, fi e > I ; ~ A. tang. e, fi e < r. 

e 

a) Ponatur in bac fummatione e =: g -|- ?^ (g* — i), erit^llZIL— •_ ^li-JZii^ hjnc : 

e(ca + 9 

A. tang. f 4- A. t. _____ -: ■ ■ 

(^+r(g*— 0)— (g— rcg^— O))^ ((g+r(g*— 0)*— (g— r(fir»— 0)^)* 

+ etC. •"t* A. t. M I. m - I .ibK— M— ■■ ■ ■ ■ " .^^SiA» C» m 



((«+r4«»— 0)5^— (g— r(g»— i)jx^* «+r(8»~«) 

A. t. g — r (g* — i) = 4 A. fin. 2.. « Corol-. 

8 . 
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, ' Corottarium 3. • 

■ §.L. Sit7=:— a, erita^-f''-'^'., hinc: A. tang. _J— . fllrr:) ' 



39 



+A.t«g._i^.f_!ii::L_ 






■ " • ■" l^ ■ %■-■ ^^ ■» ^ 

4- A. tang. -J— . f , '^~' ]* = A.t»og, f!±ll f!!iL"Zil . SBmma feriei infi- 



' _ ■• 



liitsip eft i=: A. t. idli pro e> i ; — A. taug. lii pro e < i. 

e — i i — ^e 



ThBOR£MA PARTICVLARE 3. 

§. Ll Summa feriei iniinltae A. cotang. A + A. cot. B + . . . + A. cot. e -{-• . • • 
eft.=: A. tang. — 1, quodfi radices cotaDgentitfm 

in ferie recnrrente bac lege.procedant,. vt, pofito z=s= ^^» fit ^"=:v^* — ^; ac in- 
foper fuerit y ~ ^^® 



rAB± i • 



Demonftratio.' 



_e^ + ye"*-* 



1) Comparata hac ferie cumprius fummata {§. Xl^ri.) ponatur ^; 

tsrit ^"= (e + J.) ^^ — ^, hinc v=:fi^ JL. Eft porrd z" = (e* ^ ^.^zt _ ^t: 

• . - e - e* 

fl ( e + i), ($. XXXIIL), ob S= e», 1. (E — i)* = ± k^j2 ; hinc («. XXXIV.) 
« aE \ e 

m = e*4.J., n = ±al!l±i2:=+ 3v; m4.a = e» + i- + a = ^ —f\ 

Quare aequatio conditionalis (m -f 2) ( AB — i) = (A+B) (A -j- B 4: n) in hanc 
abit: v^(AB-^i) =(A+B)(A-f-B+av). Exinde pro n = 4- a v, fit 

_ >^ + n± l^(CA+B)^+(A + B)^rAB— O) _ (A + B)Cv±r AB) A + B 

"^ AB— 1 ^ ~ ' AB— I — rAB — i' 

quippe radicibus cotangentium i. e. ^, ^^ ^" pofitine fumtis etiam.quantltati v valor po- 
fitiuus' tribuendus eft. Pro n =5: — a v prodit eodem modo v =: — (A + B) (t±: f AB) 



A + B 
rAB+i 



AB-— I 



a) Summa 
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a) Sutfima feriei infinitae eft ex J. XXXV. = A. tang. —^'^^ yl^j 

AB— i — m±i]' 

, E^ =m=:v*— a, hinc £= ^ (»* — a+vr(v*— 4)), et — _ 

E E 

^ ^ ^', .- """11-. Quomodo exinde ^umma feriei finitae determinauda fit, « 
2 

§. XXXVI. manifeftum eft. ^ , . 

« 

Schotio-n. 
^. Ln. Praecedentis theorematis alia ^uoque demonftratio, absque theoremate 
§. XLVn. exhiberi poteft. pofito ^^ = v^' — ^, et v = -Jl±i_, erit C, ter- 

tia cotangens , :=:, (vrB — r A)*, et _£±^ _ ^+OrB—rA> _ 

rBC±.i rB.(vrB— rA)±. I 

B»fr,2B— 2>rBA-^A_ y^ ^^ B + A—vrB A =:± v. Hinc pro quibusuis termi- 

,B— rAB±:i 

iiis feriei cotangentium, z, z\ erit ob ^^ m z, v — LJL-I, Vel v ^^ ^ r=: z^ -^ z +! y/ 

Ikm ex aequatione ^" =: v ^^ — ^ , prodit quadrando : 4^^ ^" = v * ^^ ^^ — ^ v ^^ ^ -|- ^ ^, 
liue z^^ —v^ z^ ' — a z^ — ^f^ 2 v -|- z = (v* — 2) z^ — z .+ 2 v. Ppfito iam 
m ==; V* — 2, n = ip 2V, acquationi conditionali (m -|- 2) (AB — i ) — 

(A-f-B)(A-f-B-|-n)_ adfumta aequatione v — _Z-_ fatisfieri fponte liquet. Quare 

rAB±: i^ 

iam praecedens theorema redit ad formulam $. XXXV*- 

Corollarium x. 
§. LIIL Ex V =_^l!ll_ fit B — vrA. rB = — A ± v> indeque r"B = 
»rA±r(v*A--4A + 4v); B-- C"' — '>A± a^l: vr((>'— 4^^!: 4>A ) 

2 

Hinc vt B euadat numerus integer, quantitas (v* — 4)A^dZ4vA quadrato aequanda eft. 
Idquidemfit, figno-fadhibito^fiponatur A = y, vfi^ApfVR — ^''^— ^^' + ^"•*"^ ' _.y3^ 






Summa eft — A. tang. — _!-___ 

y* — i— iCK* + i)(F»— 2— rr(v*— 4)) 

A. t 1 =:A.t. =A. t. JL — r f- — '1 
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:rs i Arc. fin. — ; tfuippe pofito — = fin. A, habetur tang. ^K — •^-—7 — — = 
1 }^Q, ■^"^y = "^ r* C~ "^ • E.^^°^*^' P°^^^ A = V = ^*, haec prodit 



Summatio* ^ 

A.cot 5f* + A,cot.2f« + A.cot. 5(^ (5(* — x)* . . . +A.cot. ^^-^;. • ==i 

vbi cotangentes funt quadrata , quorum radices formant feriem recurrentem talem, vt fit 
f^^ = ?t5[. ^ — ^.* Cotangentes ipfae hac lege procedunt, vt, exiftente 2= ^^, hsx^ 
beatur z" =^ (?f^ — 2) z^ — z^- a 2f ^. 

Eximptum. 
. «. LIV. Pofito 2( = /z, erit ob A. fin. i- = JL , A. tang. ^ + A. tang. .-5^:^ 4* 

A. tang. ^^^ -[- A. tang. ttttt "f" ^^^* ±= — ; vbi denominatores funt quadrata, quo- 

rum radlces hanc progrefiionem conftltuunt: 2, 8» 3O9 112, 418' xS^o, . • . ^ . • • 
Eft autem 30 ±= 4.8 — 4; 112 = 4.30 — 8; 418.= 4. 112—- 30; ... ^^^ ns 

4^^ — ^; et terminus xtus ^ — .___ ■ ; indeque haec fummatio etiam 

fub GoroU. I. §. XLIX. continetur, pofito e = 2 -f- |^3, fiue g = 2. Hoc exern- 
pium^ cuius fupra iam mentio eft inieAa ($.11.) ^xtat apud evlervm I. c. §. zo. 

Apparet ex forma generaliore^ cui illud fubefti innumera fimilia deriuari pofie« 

• 

Corottarium 2. 
§. LV. i) Sit A = m%% = y (§. LIIL), erit B = m^ %^. Hinc prodeunt 
cotangentes aeque multiplae fecundum numerum m quadratorum (5()*, (m2('}*> 
Xm^%\^%y . . . u% feu fecundum m%^ quadratorum i, (m2C^)S (m*5(* — i)* 
. • . v*; eritqu* A. cotang. m{%)^ -|- A.cot. m(m,2fO* -f- A.cot.m(m^2(' — 21)* 
. . • + A. cot. m (u)* -}- etc. fiue A. cotang, m^* . (i)* + A. cot. m2f * (m2(*)* + 

A.cot.m2(*(m*2(^— -.1)* . . • + A. cot. m2(*(v)* + etc. = i A. fi^. —, po- 

fito u" =m2(* u^ — u feu v" = m2(* v^ — v. Exempli gratia pofito 2( = i, m— 2, 

habetur A. cotang. 2 . i -f- A. cot. 2 . 4-|*A. cot. 2,. 9 . • ♦ 4" A» ^^^- ^ • ** *^^* :i=:~ » 

* * 4 

vti fupra iam,inuentum eft (§. XXVII.). 

2) Generatinn cum ob exprefiionem qnantitatis y (§. LH.)» |^AB rationalis efle 

A a n ir 2 tr 

debeat, fit AB = K*> vel — = — =r~» Fraftiotte--*. ad miniouim denomina^ 

A* A A? A 

P tionem 
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tionem redufl:a — — , crit — = — » et B = r95*, A=r2(*, exiftentibus «8, 5C nn- 

a A at^ 

meris inter fe primis , et r numero integro. Hinc et reliquae cotangentes aequemulti*» 
plae fecundum r numerorum quadratorum erunt« ob z^^zzzvz^ — z. Porro eHt 

y = -^ — ^^-^ , vr2(58 ±v = r (2f*+95»), hinc v multfplum cffe debet numeri r, 
s=rN5 eritquea95 = rN2(±r((r*N*— 4)2{*+4N). 

Alia exempta numerica. 

ahhb 

$• LVL Formula$. Lin. inuenta eft, pofito v = tt"» I«tn fx ponatttr 

V = — , nouae prodcunt fummationes, vti fequentia exempla declarant: 

x) Sit A=:i , B=95*, erit v = =95+ 1-4 » quare ponendam 

efl: vel 95 = a , vel 95 = 3. Inde duplex vitur 

Summatio. 

aJA.tang.i4-A.t.^+A.t.~+A.t.^+etc. +A.t.;^ 

= A. tang. • 

I -i 1 ■ I 

b) A.tang. 1+A.t.-— 4*A. t. — — ■ + A. t. — + etc. 4- A. t. rr + etc. 

' • ^ (3)*^ Ci4)*^ («7)'^ ^ i^^ 

= A. tang. ■ • 

V Pro vtraque ferie eft ^" = 5 ^^ — C»^* 8- 9 = S • « — i ; 14 = S • 3 ~ l*^ 

' I I T 

Prior etiam fic exhiberi poteft: A. tang. — - 4- A. t. — - 4- A. t. 7-— 4- etc. 

*^ ^ W*^ C9)*^ (43)*^ 

= A. tane. ■ • 

r2i+3 

a) Sit A = a 5 erit v = ^^^ , quare ponendum eft B = aj*, hinc 

V = *'' = g + -fil-, vnde g = i , vel = 3. Ex g = 3 fequens oritur . 

Summatio» 
A. tang, ~i- 4. A, t — ^ -f A. t. -7^+ A. t. -rTr+ A. t. -~— + etc. 

+ A« tang. •--- etc* = A. tang. — = .— • 

Hoc 



» 
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Hoc exctnplum extatapnd evlervm I. c. pag. 51. fcf. §. II.), Lex ibi non expreffa, 
quam fequuntur numeri i, 3, i r, , . . ^. . , HJs aequationibus continetur : 11=1:4.3 — ^» 
41 == 4« ii-*-3; • • • ^" =: 4^^ — i* Cotangentes ipfae, feu numeri 2, 18» a^a, 
3362, . . . z — 2^^9 ' • • hanc legem obferuant, vt fit 242 = 14; rg — -2 — gt 
3362 z=: 14. 42 — 18 — 8; • • • 2" == 14 z^ — z— ^8- Pofito gzsr i eadem fum* 
matlo recurrlt. 

3) Sit A=z:3, erit v = — i-I- — , quare ponendam eft B=r ag*, vnde 

raB — I ^ 

f ^ itif! =g -f tZLi, ybi g vel= i, vel=2 effe debet. Pofito g= 2, haec prodit 

Summatio. 
A. fang. «JL-4- A. t. _!_4- A. t. _'_+ A. t. —i— 4-. . .4- A. t. -L. + etc. 

3(0* 3(0^ 3(5)^ 3(13)* 3^^' 

ir= A. tang. —f vbi eft ^" = 3 ^^ — ^. Pofitio g = i haud nouam feriem praebet 
rs • , V 

Schotion» 

§. LVn. Transeundum lam eft ad' tertium cafnm fupra §. XXXIX. commemoratnm, 

cum cotangentes Arcuum, feriei fummandae terminorum, aequantur numeris integrls» 

qui in ferie recurrente quacunque affeRa fecundi ordinis procedunt. Aequatio condi<« 

tionalis m + 2 ,,,(>^ + B)(A + B + n) j^pj.^j ratione confiderari poteft, i) dum A et B 

# AB— I 
pro cbgnitis habentur, indeque m et n debito modo definiuntur; vel 2) dum datia qulin- 
titatibus m et n, ynaue earuni, determinandae funt A et B, feu earum alterutra. Prior 
confideratio fequens fuppeditat « ' 

Theorrma farttcvlare 4« 
§. LVIIL Summa feriei infinitae A. tang. i--[- A. t. JL^- A. t. JL 4- etc -|- A. t. -L. 

A B C z 

a 
-t* • • • ^ft = A. tang. ■■ ; r , fi cotangentes A 1 B» 

*A-.rCA* + i)+(A* + i)rr|r— _±^l 

l a+bJ 

. • • 2 , . z^ , 2^^ . • . hac lege procedant , vt fit z^^ 

= ((A 4- B) r — 2) z^ — z -^ t(AB ~ i) + A -f B, 
* denotante r numerum quemuis integrum. • 

Demonftratio* 
l) Simplicifiimus modus, aequationi conditionali pro datis A et B (§• LVIL x.) fa^ 

tlsfaciendr, eft is , vt ponatur ■ + ^ + ° = numero integro = r; vnde fit 

AB — I 

ii=(AB — i)r— A— B} m-{-2 = (A-f-B)r, vel a = (A4-B)r^ a. 

F a ^) Sum- 



'}»>■" 
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s) Summa ferlei eft ex «. XXXVI 2_^A + B) , . 

' . 2AB — 2— CA^ + Om + CA^+OrCm* — 4)- " 

rr A. tang. — 

^ ^ 3AB — 2 — (A^ + i)(A4-B)r + 2(A^ + i) + (A^ + i)rCm^~0 .. . 

2 ' ' 

=: A. taag. ■ . . .w,„ 7: 5 vnde expreffio theorematis 

^ 2A— rCA*+0 + CA^+X;r£l±^ni2 ' 

(A + B) (A + B) 

Iponte fequitur, 

Corotlariutn x. 
5. LIX. In ferie praecedente reperitur cotangens tertil membri C = r(^B*4"^) — ^> 

ex iege rSv z. Si a fumma primum membrum A. tang. — fubtrahltur, .' remanet 

' " ' . ■ A 



A. tang. 



Quod ii igitur terminus fecundus taii- 



B— .A+r[(B+A) CB + A — ±) 

{[uam primns coniideretur^ et ponatur A pro B 9 % pro Af haecobtihetuf 

Summatio. 
A. tang. — 4- A. tang \ -f- etc. -|^ A. tang. JL -|- etc. 

A rCA* + — A 2 ' 

=:A.tang. p — r,^ 

A— a+r (A + a)CA+a — ±)| 

fi focrit z"=: (r(A-|-a)— a)»^ — z — r(Aa — i)^A-|-a. , 

Corotlarium 2. 

§. LX. Cum in binis fummatioaibus modo demonftratis tres quantitates indetermi* 
natae occurrant, A, B, r; A, a^ r; quarum quaeuis numero cuilibet integro aequari pot« 
cft, inDnmerae oriuntur feries fumtnabiles Arcuum, quorum cotangentes tiumeris inte- 
gris expreffae in ferie recurrente affefta fecundi ordinis procedunt. Ceterum aequationi 
conditionali pro datis A et B plerumque aliis infuper modis fatisiieri poffe , quam pofitio- 
ne §. LVIIl. affumta, manifeftum eft. Quodii enim diuidendo A-|-B et AB — i per 
faftorem communem maximum prodeant qujtientes f, g^ponendum cft n±.gr— A — B» * 
Hinc maior adhuc vari^tas ferieruin fummabilium oritur. . 

Corollarium 3. 
.^. LXI. Aequatio conditionalis ita transformari poteft, vt met n exprimantur per A et B 
ct nouam quantitatem g. Eft mmirum (m + a) A =: (A^ + O^A + B+n) ^ ^ ^ g ^. „^ 

^ Hinc 



Hinc 
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CA*+OrA + B+n) 



AB — 1 



numero integro f aequari debet, . Inde fit (m -|^ 2) A =: 



^-j-A-f-B-f-ii; a=:(m-f-i)A — B — j; porro (m-f-a) A = g -^— • 



fCAB — 



A^+ I 



f fea 



m-f-a = lL-lt_. Sumto igitur pro gnumero integrotali, vt g(A-+-J3) perA*-4-i,^ 
A*+i . 

^ ^ "^ -^ — 2 ; n 3= (m-[- 1) A — B — ^. Somma reriei infini- 



diuidi ^ueaty eritmz= 



A^ + i 



t^e reperitur — A. tang. 



••» 



aA 



— . Proutiiamvel 



A^ + 



vel 



= Dumero integro r= r p.onitur9 peruenitur ad fummationem §« LVIII» vel ad 
A*+i . ^ 

alteram §. LIX. 

Corollarium 4. . 

§. LXTL j) Quod fi aequatiq conditionalis alt^ro refpeftu (§. LVII. a.) confide- 

retur» et quidem primo m et A pro cognitis babeantur, tum ob g = ^"^"'"^ — in_j: 

A + B 

aumerator (m-f-a)(A*-[-i) quocunque modo in binos factores f, F, refoluendus eflr, 

ct alteri eorum f aequaudus denominator ; quo fafto liabetur B=:f — A, g=: F; hinc 

.2 

n = (na+a) A — F — f ; et fumma =; A. tang. \ ^ ' / ^2 . ax • 

3A--F+rFrF— 4Li_t-J J . 

Hinc'apparet> pro datis m et A certum tantnm numerum ferierum fummabilium oriri, 
hauid innumeras, vt priori cafu, ailumtls A et B (§• LX.}. 

, a) Exempli gratia , pofito f = A* 4- 1 prodit : A. tang. — -4- A. t. : 

A A* — A + 1 

^- etc. -[- A. tang. JL -j- etc. = A. tang: . ^ — , vbi eft 2^^ = 

z aA — m — a +Y'(ra* — 4) 

mz^ p-^z _ (m-j-a) (A — i) rj-A*-[-i. Pro f ^rm -|- a, habetur A. tang. ^ 

A 

+ A.tang. —r --l- etc. -|- A. t. — J-etc. zsi A. t — — — - — ' ' t 

-r B m + 2— A-r -r ^ t :--(a— i)^+CA^.+i)r2inl! 

m + 2 

fuppofito iterum z^^ rr m z^ - — z — (m -|- i) (A — ^ l) -f- A* -[- 1. Quarum fumma- 
tionom prior etiam ex §. LIX; altera ex §. LVIIL confequitur, fumendo r :=: i. 



Sctt 



■1 



[20. 



-11..^-^^^:. 



46 DS PROCRESSIONIBtrS ARCWM CTRCVhARTmf 

Scholion, 

§• LXIII. Si vel n et A, vel m et n pro cognitis fumantnr, vt aequationem condi- 
tionalem altero refpe6;u (§. LVII. a.) confiderare pergamus , tum eam aequationem alio 
modo traftare conuenit. Eius nirairum refolutio praebet: 

B 1= ■ ■ ■ — '• — ' — • 

Quam igitur formulam ad rationalitatem perducere oportet. Quod negotium tnodo ge- ; 
nerali abfolui vix. poteft: fi quidem poftuletur folutio vniuerfalis omnes valores idoneos 
trlum quantitatum m, A, n, comp'eftens. Etenim fi i) A fpeftetur tanquam quantitaJ 
indeterminata , tum methodi notae (cf. infca §. LXXVIL LXXVIII. ) fupponunt, vnum 
illius valorem cognitum effe, qui formulam quadraticam rationalem reddat, ex quo dein» 
ceps innuroeros alios valores deriuare licet. At is ipfe valor vnde eticiendus fit , haud 
liquet: deinde ex vno tall valore haud plfares easque reuera diuerfas feries fummabiles- 
Arcuum prodire,. infra docebitur {§. LXXXVL). Quodfi 2) quantitates m vel n deter- 
minandae fint pro datis A, n vel A, m, tum, quoniam eae coefficientes habent A^ et i» 
i« e. quadratos , methodi vfitatae lioc cafu ne adhiberi quidem poffunt ( cf. §. LXX VIL }• 
Quare in eo acquiefcendum videtur, vt inter quantitates A, m, n, tales relationes fuppo* 
nantur, pro quibus formula quadratica fponte rationalis prodelit. Quem infinem duflefe 
offerun.t pofitiones, quas iam euoluamus, cum fcilicet fuerit vel 1 ) A *-)- nA-|-m-|-^ = o; 
vel a) — amAn -^ n* — 4(A*-|-*n A -|-m-|-2) = o. Prior hypothefis ad eum 
cafum fpeftat, quo dantur A et n; alterius ope pro dato m innumeri valores quantita^ 
tum A$ Bf n, certo ordine procedehtes reperiuntur. Ex iUa fequens petitur 

Theorema particvlars 5. 
^ §. LXIV. Summa feriei infinitae A. cotang, A-f- A. cot. B -|- etc. -|- A. cot. z -f- etc. 
eft = A. cotang. A + r f — — -^ ), pofito B = ((N— A) A--Ta).A+N, 

ctz^^ = ((N— A)A~a)2^— z + N. _ ' 

Demonfti^atio. 

1) Pofito A*-f nA-j-m4-2 = o, etn=:— N, erit m= (N — A) A — 2, 
hiric(§.LVlL)B — mA — n=((N~A)— a)A4.N=N(A*.|.r)— ACA*4-a); 
porro lex cotangentium hac aequatione exprlmitur: «" — m z^ — z — n >— 
((N — A) A ~ 3) z^ — z -f N. 

A+B 

a) Summa feriei ex §. XXXV. eft = A. tang. •^-7 — . ' J^ ^. • 

^ — 5 AB— 1— (A^+O^^^lZIIlI^Ill?) 

Eft autem r{m*— 4) = r ((N — A)* A* — 4 (N — A) A>; 

A+B 



/ ■ 
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m 

A -f B = (N — A ) (A» -1- I ); a AB — a — (A^» ^- i)m = 2 A-g— a — 
(A* + i) (N— A) A-fa (A* 4 O = aA(B-|- A) — (A* -|- i) (N—A)A 
= A(N— A) (A»-|- 1). Inde fit futiHna=: A. t. ' CN— A") 



»'■ 9* 



A (N— A) + r CCN— A}* A*— 4 CN— A) A) 
— A. tang. 



A , /^ A* A V 



Corotlarium i. 

§• LXV. Si N negatiuum valorem habeat» vel n podtiaum, tum B negatiuum va* 
lorem obtlnet: nec non reliquanfm cotangentium figna alternantur. Inde haec oritur 

Summatio. 
A. cotang. A •-— A. cotang. B 4" ^* cotang, C . . . + A. cotang. z IJI etc. 

cft = A. cotang. Jla. y-fdl 4, ——) y fi fuerit B=:((n4-A) A + a) A— D, 

2 ' ^4 'n + A^ 

et z"= ((n-J-A) A-|-2)z* — zZfTn, in qua pofteriori aequatione fignum fuperius 
pro affirmatiuis z vel z^\ inferius pro negatiuis obtinet, 

CoKollarium 2* 

/§. LXVL 1) Pofito N =z= 2 A, ex fummatione §. LXIV. prodit fummatio §. IJII. 
Pofito n = o , ex altera fummatione §. LXV. fequitur fummatio §. XUI. 



a) Pofito A = I (§. LXIV.) , erit A. tang. 1 + A. t. ! — 4- A. tang 1 

. aN— 3 aN^— .8N+8 

4- etc. -|- A. tang. — -f- etc. = A. tang. v^, — :::r , vbi eft z" = 

* i+r( ^~M 

(N— 3)z'~z4-N.. 

3) PofitoA = 2,proditA.tang. JL-fA.t. 1 4-A.t. ! + etc. 

2 5N — ia loN* — 53N+70 

+ A.tang. -L 4- ctc. = A. tang. — c , vbi eftz"=:(2N — 6)z' — z4-N. 

\N — a-^ 
. 4) Sit A=:4^ erit A. tang. JL-f-A. t. ? -j-etc: + A. tang. -1 + «^c. 

4 17N —72 z 

1 

= A, tang. — ; 7vIlT\» vbi eft z" = (4N— xg)*^— -55+N. 

^rrarr :) 

^J^ — 4-^ 



V 



^ 
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< 4 

S cholion, 

§. LXVII. Summationes §§. LXIV. LXV.^etlam ex fummatione §. LDf. deduci 
poffunt , ponende a — o, rr=:N — Avel== — n — A, Quare cum r cuiuis nu- 
niero integro, Gue affinnatiuo, fiue negatiuo aequari poffit, Theorema §. LXIV. baberi 
poteft pro Coroliario theorematis*§. LVIII, et feries fummabiles, quas iilud fuppeditat, 
iam comprehenduntur fub fummatione §. LIX. Aequatio conditrojaalis m -|- a = 

.(A+B)(A+B+n)p^^ ^^^.^ A et n ita etiam refolui poteft, vt ponatur B =0; tnm eft 
AB — I w * -. 

eft m-l^a = — A (A+n)* . Hinc prodit feries A. t. J--f A- 1. JL^- A, t. L ^ 

A o — A — n 

. . quae omiffis binis prioribus tcrminis, et pofitoN loco — n, A loco N — A, inferiem 
§. LXIV. njmmatam abit. 

' I 

_ ^ 

THEaREMA PARTICVLARE 6. 

§• LXVni. Summa feriei infinitae A. cotang. A -j- A. eot. B -{- etc. -f- A. cot. z -j- etc^ 

A+B ,# 

' eft ri A. tang. — 7- — -^/^^ — .Wf fifuerit2" = mz^ — z-f-ayj 

^ 2 ^ ^ 

m-|- 2 = ^^ ; et B vel =z mA-}-y, vel = y, 

Ay — I • ^ - 

Demonftratio. 

^Hoc theorema fpoipite confequitur ex altera pofitione §. LXIIL commemorata:, 
— amAn -|- h* -— ^(A^-l-nA-^m-f-a) 1=0. Hinc n numero pari aequandus eft. 

Sit igitur n = — a y , et erit m — ^^"'^"ll^ljL!. , vel m -j- a = ^—ll. Ob B = 

Ay— I A> — I 

!"^ "~ "^ duplex valor prodit: i) B = m A-j-yj a) B = y, Summae expreffia 

2 
ex §. XXXV. pctitur. 

Coroltarium i# 

§. LXIX. i) Si m negatiuum valorem habeat,tum in fummae exprcffione pro — y^(m*— 4) 

ponendum eft-{- J^(m* — 4), quoniam §. XXXIV. E> i, ' vel — < i fupponitun 

E 

a) Pofito B =: mA-|-y, fummae formula, calculis rite pera6tis in hanc transfor» 

2 

matur : . S. A. cotang, z = A. tang. rA .\ • "" 

^ A— y+ilHl^.rCm^— 4) 

A — ' 

.:— A" 
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\ 

2 

— A t . " ' — z. T" . Similiter fi fuerit B = y , prodit fomina 

^ia+a< 



« 



A»— I A+K • "A* — t ^ ' V+»'' 

- * 

CoroitariuiH a. 
€. LXX. 1) Sit » = I, erit m -f- a = ^ ~' = A^- i. velm.= A — • i. 

S A — I 

Pofito iam B ■== m A 4- » = A* — A + i, eft fumma ($.' IJQ. a. ) = 
A t. — =A.t. jri — X i=i A.fin.-—^. 

Inde liaec prodit 

Sommatio. 

Summa feriei inlinitae A. tang. — + A. tang. ^^ — -- ^etc. + A. t L etc. 

A (A — OA+i « 

^ft _ ;x A. *fin. — i ; vbi denominatores ea leg€? procedant, vt fit a" =5. 

• A — I » 

(A— i)z^— z + a. 

ft') Addito feriei (i) elusqne ramtnae, A. tang. x —^^ «ob ^ -j- A.fin. 

— A cof ^ j confequitur inde haec fummatio : 

* * A — I * 

A. tang. ^ +,A. tang. ~ + A. tang. _^~ ^- ett. -f- A. t -^ + etc. 

_ J — i A. cof. — ^, vbi itidem cft z" = (A — x)z^— z+a, quam lcgem ftm 
— ^ -A — I 

t^rtius denominator (A — j) A-fi obferuat. Eadem fummatioex theoremate§.LXVIII. 
immediate prodit , potiendo A= i, v = i ; vnde aequatio conditionalis in identicam aWt, 
et quantitas m indeterminata manet. Pofitio B=:V, loco B=mA + v (lOi haud no- 
iiam fummationem praebet. 

Corottarium 3. . - ^ 

- ^ LXXI. Snmatur A neptine, ex §. LXX. i. haec oritw fumitiatio: 

A. tang. -1— A. tang. _J + «tc. ± A. tang. — + etc. = i A. fin. -~- ; 

^^ A ACA+O+i * *+* 



A+I * 

qxiae addito vtrin^oe — A. tang. i , <* $ — A. fin. -i-. =A.cot --i-, inliancabit: 



A+i > - A+i 

G A.tang. 
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A. tang. JL — ^ A. tang. JL -f- A. tang. ^, ! -|- etc. + A. tang. JL ^^T etc. 

I . A . A* + A+ 1 ■ * ' 2 . 

■ • 

. — ^A. cof. ^^9 vbi denominatores conftitiiiuit feriem recttrrentem affeftaniy pro qna 

, A + i 

cft z" = (A-j-i)^^ — zjta} figno faperiori obtinent^pro ferminis feriei, s?^ z, fig&o 
-[- inftraftifi , inferiori contra. 

• Exempla. 

§. LXXn. i) Sit A = 5, erit ex (§. LXX. i.) A. tang. i -\- A. taog. ',*, 

-^ A. tang. -^T + A. tang. y^y -|- etc. = '^ ; fiue A. tan^. -J- -}- A. t. -f- •{- A. t. ^V 

-f- A. tang. YT + A. tang. yiy -f etc. = ^; vbi eft ai =4.5 — ^ +^ » 81 =5 
4,ai — 5 4"^^ 305 = 4'8i — ai-}-a; . . . z" = ^z^ — z.|-2. 

a) Sit A — 3 , ex $• LXXI. ;prodit: A* tang. i — A» t. -|< +A. t.TT — A. t.-^y 

-|- A. t. t4t — A. t. ^f^ -|- eta = y. Hoc exemplum protulit evlervs (I. c. 
iir. 20. cf. fupra §. IL); nec tamen legem exhibuit^ fecundum quam denominatores pro-^ 
grediuntur. Quae lex ex §. LXXl. hisce aequationibus Continetur : i3=!:4.3 — i-|-a; 

47 = 4-13— 3 — a; ^77 = 4-47 — ^3 + ^5 ^59 = 4* i77 — 47 — ^^ • • • 
2^* = 4z^ — z+ 2 ;• vel etiam nomeri alternatim afiirmatiui efc negatiui 1« — 3, 13, 

— 47, 177» — 659, etc. progrediuntur in ferie recurrente fbalae —-^4, — \i $ cum 

appendice -f- 2.' Eadem fumtnatio fic quoque exliiberi poteft: 



A. tang 



A. tang 1 — -|- A. tang. 



A. tang. 



• -{- etc. 



+ A. tang. 



2+1 lo^ — I ' 38 + 1 14* — i 

.i — ip etc. =J; vbi numeri 2, 10, 38> 142 . • • conftituuht feriem 



u 



recurrentem vulgarem , icalae 4^ 



I, vt fit u^' =:i*4U^ 
Scholion. 



u. 



§. LXXTIL i) Sommationes §. LXX. i. 2. ex fummationibu* §§. I^I3{ etLVHT. 
inuentis deducuntur , pro rr=:ij a = i;rr=:i; A:r=, i. Ex iisdem coroUaria ad- 
hu? generaliora peti poffunt. 

• _ 
a) Pofito nimlrum A=: I, ex §. LVIII. habetur A. tang. i -{- A. tang. — -|- etc# 

B 



-f* A. tang. ~ -f- etc. =r A. tang. 



- , vbi eft z" = 



I — r + rrfr — ^t^^ 

((B-f-i^r- — 2)z^ — z — r(B — i)-|-B-|-i. Si B eft numerus impar, tum pro r 
pofito-^» (B-|-i)ret (3,— i)r manent numeri integri; vel etiam ex §. LIX. pro 



A=;::i, haec obtinetur fummatio: 



A.t. 



OVORV»^ TANCSKNTKS SECVNDVM DATAM LEC^KM PROCEDVNT/ $1 

A. t. I 4- A; t. -~ — 7 +etc. + A. t.^^4^etc. — A' t. " ■ ^ '" ^ ^ 

vbi eft z" — (r(i4-a) — ^)^ — rCa— i)-|-a-}-i. Exeinj^i grsitia prp r — 29 ex 
priori ^ ferie fit : A., tang, i -|- A. tang. — -|- etc. -}- A. tang. -L -|- etc. . 

* B s 

= A. ttfig. ^g j-v , pofito z" =i: aBz^ — 2t -— B -}- 3 > ^* altera: 



u ttfig. ^g -v , pofito z" =i: aBz^ 

NB + t-^ 



A. tang. z 4-A.tang;JL -|-A.taDg. — ! — -|- etc. -[- A. tang. JL -}- etc 

3 5a+2 ' z 

— A.tang ? f vbi eft z" — aaz^ — a-f-3. 

f_a+rCa* — 

3) . Pro A = a prodlt ex §. LVIIL A. tang. i + A^ tang. ~-f» etc. -}- A. t. — J- etc. 

' B X ' 

• - , •• I 

3 
— :A. tang. 7 '— — r, vbi eft z" = ((a 4- B) r ;— a) z^ — z , 

4— 5r+5rr(r— _!_) 

— r(aB— -i)-fB4-a; item ex §. LIX. A. t. i -}- A. t. _*_ +etc^4"A.t. i. 

Sr— 2 a 

4. etc. = A, tangl TZTTTT^ 7\' P^^^^ ^" = (^C« + ^)— 0*^ 

2 — a+r(a + a)r a-fa — Jl) 
• — z-y— r(2a — i^^-a-f-a. Exempll gratia pro r = i ex priori fumniat^one fit: 



I . 1 



A. tang. i -I- A*.t. r- -U etc, 4- A. tang. — 4- •* • • = A. tang. 7^ ;; — ' 

B I I o z » • < y( " — ^ \ — if 

^B+'a>' 

cx altera: A. tang. ^ ^ A. tang. j- 4- A. t. — l — -[- etc. -}- A. tang. JL -}- etc. 

aa + 1 z 

= A. tang. ■ , pro quarum ferlerum ilia eft z" zn Bz^ — z— B4"3'* 

2— a+r(a^ — 4) 
hac: z":i::;az^ — z — -a-|-3. 

Coroltarium 4. 

§.LXXIV. i) PofitoS.LXVIIL 'A=rr, erit m4-a=r— v — X, v=~m— 3. 
Hhic , fi fuerit B = m A -|- v , haec obtinetur fummatio : 

A. tang. i — A. tang. j. «A. t. — l — — etc. — At tang. JL — etc. 

5in+7 ' z 

G% =:A. 
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= A.tang. -> I I . Jnde fit A. tang. j- -^ A. t -|- etc. -^ A. t JL 

in+4 — "Ttm* — 4) ' Sni-f? B 

I 

-j- etc. =1- A. tang. .^ ^^ » vbi eft 2*^ =r m z^ — z -|- a (m -f*3}* 

2+"r( j 

^m + iy 

2} Si m negatiunm valorem induit r=: -*- jit > iiaec ex priore oritor fummatio: 
ng. I — A. tang, ^ -|- A. tang. -|* ^^^* i ^* ^°B* — + ^^* 

5^ — 7 * 



A. tang. I 



z=: A. tang. ? , vbi eft z" = /it z* — z + a(ft — 3^;'quaepro iU = 4 

-exhibet evlsri feriem ($. LXXII. 2.). £x altera ferie .(i) prodit: A. tang. -{- 

— A. tang. -|- etc. + A. tang. — + etc* =rA. tang. ^ , r, vbi iai» 

5^—7 * a + rflHj 

eft z" z=L fi z^ — z + a 0* — 3). 

3) Si ioco B = mA4-v(i) ponatnr B = v (J. LXVIIL) , erit 
A. tang. I -^ A. tang. — — A. tang. — ISs -j- etc. H^ A. tang. JL Zf etc 

= A. tang. .J-r-N • ^*^^^ fi* ^- **°fr — — A.tang. . , -{- ctc^ 

a — "r ( LILz ) » f^j+^j+i 

S+i-^ 
+ A. tang.-L ^: etc. = A. tang, f ^ -vbi eft z" = (v + 3)»* 

— z + 2V. Introdu6bi loco v quantitate m = — v — 3ihae fummationes aliam fbrmam 
induunt. Eft nimirum A. tang. x ~ A. t. -J— * — A. t , ^ L. — eta 

m+3 (^m + aX^^ + ^)"!"^ 

t * f 

— ► A. tang. etc. — A. tang. ^ ^ , et A. tang. -^ 

2 2 — r f J ra + a 

' ^m + 2^ 

A. tang. , 1 -|- etc. -|- A, t. JL ^- etc. = A. t. ; !—. . 

vbi eft z" =; mz^ — z -^- a(m-|-3}. 

m 

Sbholion X. 

§. LXXV. Summationum %. LXXIV. i. prima fluit ex $. LTX. pro Ar=: r, r — — r, 
« = — n» — 3 ; altera proAznS, a=: — ^i, ?ir = m-|-a. Nec non furoinatio- 
num %. LXXIV^ a. prhan ex §. LVtU. pro A =: i , r = — x^ vltima cx §. LIX. pro 

A = 



1 ^*'' -* 



l 



* QVORVM TAKaSKTJES 8BCVNDVM -DATAM IMMU tROCfiDVNT» $3 

Ar=:inr|*3fi*^T, a = ^,i deriuatur» Eadem- ratione ac $* LXXIIL Tammatio- 
nes generaliores elici poffunt» Ita^pofitoJ. LIX. A=r3, zvz^z^'^^» el: ^— — '24 — J, 

haec obtinetur fummatio: A. tang. y -{- A. t* 1 — l 4"^^^ -^-^* ^«^ "4* ^^^* 

«-f-^C™"!"^)"!"^^"""!"*)*' (^^ S.LXXIV. i.% Perinde habeturpro A=:m-j-af 
r = i, a = a — i: A. tang._l— -j- A*t 1 Uetc.4-A.t.— +etc. 

ra+3 (m + ^jXm + aJ + i ' ' z ' 

■ 

s=r A. t. — ^ 1 , pofito z^^ =(m4-«)z^ — z+a (»+?) 

~ (m + a) 56 , (cL §. LXXl V. 30- 

Schotion 2» 

§. LXXVL Aequationi§. LXVIII: m-f a millll! aliis adhuc modla, qnam 

pAnendo f — t vel A = i, vti §§. LXX. LXXIV, per numeros integros fiitisfieri pofc- 
eft, Refolutio huius aequationis quadrattcae praebet: 

A = ~r — > ! . Qqare ii valores qnantitatia . v cli- 

.gendifunt, qui exprefiionem ((m4*zjr^4*4*)^^ — ^('^'('^} i^drato aeqnalem red* . 
dunt. Hac fsicit fequens * 

Lemma^ * 

§. LXXVIL Tnuenire valorea quantitatis indeterminatae x,- qni formulam 
|^(» X* 4" 7) = y wtionaiem reddant \^^}. 

\Solutio. ^ 

x) Vnns valor proUemati iatisfaciens • cognitus efie debet» Qnl iit =: t , et ' 

2) lam 

(*) De boc pcoblemat» cf. t. b v l b a i AJcebira P. I}. SeSt. II. Cap. IV. V. VI ; Eiusdem binae 
CommenUttones ; de SqliiUooe probleinatum dtapbiuiteoruoi per aumeros integrosi Comment. 
Acad. Petrop. T. VI. p. 175; de rerolutione formuiarum quadraticarum iu^etermtaararum per 
numeros integros» Nou. Comment. Acad. Petrop. T. IX pag. 9«^ Poft bvlbpl^m inprimis 
lil. LA GaAMQ.E hoc probieina, cif^ue a^ni9,«pertraftavit»»vid.^^Mjr(^iian.Tai}riii.Tom. IV.; 
Memoires de l^Acadjmie de Bariia 1767« i;^.;;, EiMsdcif addit^nM a4 yerfioom Qaliicam Ai« 
gebrae BVLBRi. " ' * • . 



Btl. 



. hia aequationibus continettir : * x^* = a p x^ — x -f-— (p — i) ; y" = ;^ p y' — y. 



ig^ .t: ]»^R061lS$9rONlBVS AlMJyVM qptO VLARTVM, 

a) fem qoaerendi funt pra p et q tales numeri , 'vt fit f^ (a q* -|* ') == P- ( ) 

^) Qub fafto innumeri valores twv x et y, quaefito fatisfacientes prodibunt ^x his 
feriebns: x dt a, a^ a", a"S a^^ ^. . . P, Q, R . . . . 

y = b, bS b", h^'\ b^v . . . S, T, V . . . 
(juarum vtraque eft recurrens hac lege, vt fit R =:2pQ — P, V =: « pT-— S* . Se- 
cundi earum termini ex his aequationibasdefiniuntur: a* = pa "4- qb, b^=^qa-|-pb» 
Quare cum b ^iffirmatiue et negatiue accipi queat , tam pro ^ quam pro y duae feries te^ 
periuntur. 

' - Corollariuyu i. 

§. LXXyin. Formula l:^(tf6x*-[-|3x-[-7)=y firaiU modo rationalis reddituc, 
Sit f*(aa^-|-j3a-|-7) r=:b, r"(«q* -|^ i) =p; eritque pro feriebus twv k et y, a'=: 

p a-f-'qb -|-_(p — i), b^=:fliqa -f-pb -|-f ^q; earumque ferierum lex ppogrefl!u& 

^Corottarium z* • 

i' 

§. LXXrX. i) Quae praemifl*a vt ad formulam r§. LXXVI.) 
j>^(((m-f.a)*.f-4)v* — 4(m-f2)) = y traducahtur , eft ( §. LXXVIL i.) a=i, 
primus vajor quantitatis v, et b=}m; porro aequationi ^^.(((ni-l-s)*^'^^)^*-!'!) 

V . =:p (a) iatisfit, fumendo q—~^y p == i-^i(nii-^a)*. Hinc prodit (j) a^z=: 

pa + qb, vel rni-t-^m-^i^^m-j-a) =m*-J-3ni -j-3, vel — m-j-3; b^='(<qa 

+ pb, vel =z=tm-|-ij (m -f-a)* -[-3m -|- 4 1= (m -|»,a)^ — m(m-^i), vel = 

^in-^a)*-^m-f-4 :is:vw4*a)(»-4-3)-4-'2. Exinde duplex oritur feries valorum 

quantitatis v : I) i ; i + (m + 1) (m + a) ; . . . v' . . . 

II) r; ni + 3; . . . v'^. . . 

* Vtraqtij» eft recurrens , et obferuat hanc legem communem , vt iH: 

v^ ' = (^m + a)* + a)v'"*"' — v^ ' His fcriebuS refpondent fequentes binae feries 
. ' yaiorum formulae radicalis y : I) m t 

^ , ' C*) '^^ <l"o Cf. E V L E R 1 Algebra l. c. Cap. VI. Idtm d« vfu noui Algorithmt in Frbhietntkte FMa» 
no foluendo,^ Noii..CommeDt. Acad. Petrop. Tom. XI. pag. 28.; vbi tabula oumerorum p et q 
pro omuibus valoribus numeri s vsquead io« traditur; pbrro e vlb r i opufcula analytica T. I. 
Fetropoii 17S3. 4* : Noua fubfidia pro refolotione formulae axx4-i=:yX9 pag. 310. Probiie- 
f ma re£^ifls FermMtiantoH voeart videtur, quippe a Fermatio primuni Anglis propofitum ; cf. x o k* 
VAiLisii de Algebra Tradatus» Opp. Matb. Voi. II. Oxonii 1693- fol. pag. 418 fq» Com- 
• inere. E()i(h>l-. e. ). pag;.767.789. 88^. Ceterum ntamerus m 110» ^iiAir/r/irf fupponitur. Quare 

' etiaiTf ibiuHo ft<)MenaQs; Lcauattto lAftac hk prqpofiUj ad h\m caAun nfiriDgitur (cf. fupra 



QVOHTM TANGENTM SBITV^MBVM DATAM LEOBM JPROdEDVNT. 



ss 



I) in; (in + 2)'-~in(in+i); . . . y' • . . 



• ... 



... 



II) — m; (m + i2)* + in + 4; 
qnae eandem legem progreiTus tenent. 

a) Cailibet v Tefpondet dnplex valor quantitatis A— !L__l:z4 . Hinc quatnor 

safcniitQr feries rS¥ Af dnplex pro vtraque ferie tSv y, ibilicet 

I. pro prlma ferie. tgSv y, 

I; i) m + i; (m + a)'— (noi+i)*; . . . A*^ . . . 
L 2) . I ; — (m + i); . . . A' . . . 

n. pro altera ferie Tftfv y - 

■ # • r ' ' ' V 

n. i) x; x+(m + >i)(m + 3); . . , A . . ; ,• 

II. a) m+r; •r-i; . . . A^ . . . 

Cum conftet A produftis conftantiiinf .in quantitatis v et y,. quae in ferie recufrentc eius- 
dem fcalae progrediuntury manifeftum eft, feries tSv A iimiies eSe feries^ iisque, legem 

comofiinem hanc, vt fit A*^ ^ =:((m + a)* + 2) A*^ * — A^ Series-La) a ferie 1. 1) 
guoad ftgna tantum differt , \ eftque illius terminus rtus aequalis termino i^ius r-i^o ne« 
gatiue fumto.. Terminus quippe tei;tiu« feriei I. 2) eft =; — (tti+ i) ((m + a) * + 2) — i 
— — (m+i)(m + a)^ — am— ^3=1= — ((m + a)' — (m+ i)*). ^ Idem valet de 
feriebus 11. i) et IL a). . , . 

3) Cum poni ppiTit B \;el a) = n?,A + v , vel b) = v . (§. LXVHI) > pro quolibet 
A et y, Bduplicem vaiorem habetb Hinc ex binis feriebus tsSv v (i) et qUatuor TiSy A 
(a) ofto prodeunt feries twv F. /» 

' ! - L pro prima ferie tJv y • , 

I. pro prima ferie.Tfiv A • . 

I, i; a) m(m + i) + i; (m + i)' (m + a) + (m + i)(am+ i)j . . .' B^ . . . 

• L I. b) i; i+(m + i)(m + a)j '^4;.,b'^... 

• a. ^o altera ferie tBv A' 

L a. a) in+i; am + s; ' • . .^.B' • • . 

L a* b) I ; 1 + (m+ i)(mp+ a) ; • . • B' . . . 

II. pro altera ferie rfi?v y 
I. pro tertiti ferie twv A^ 

n. I. a) m + i; m + (m + i)^(m + 3)} . •• . B^ 

JLL I. b) 1} m + 3; • . ...B'^... 

' * * ' 'r I , 

• d« pro 



* H.' 



. « 



\ 






• • • 



a. pro i^uarta ferie rSv A 
n. 2. a) ni(m+ 0+ ir 3; . . • B' 

II. 2. b) 1 ; m + 3; .-. ♦ B*^ 

Hisce feriebus ^m B legem progreiTus commaoem efle cum feriebufi t£v A et v ^ vel 

B''t2_.(j^m + a;* + a)B'"*"' — B', ex (2) manifeftum eft. 

Corollarium 3. • 

§• LXXX. t) Qnibos feriebos rSv B fi feries rcifv A et v debitp tnodo iuDgantur, 
prouti defignatio hic adhibita fatis clare indicat^ oAo obtinentur combinationes trium (e- 
. rierum pro v, A et B, quae ita funt comparatae, vt C earum termini quilibet fibi inuicem 
refpondentes pro v, A et B fumantur, prodeant feries Arcuum, quorum cotangentes in 
ferie recurrente affeSa feeundi ordinis progredientes numeris integris exprimuntur; quae 
quidem feries hac forma comprehenfae : A. cotaug. h + A. cot. B + A. cot. C+ • . • • 
+ A. cotang. z+ • . . , vbi eft z^^ = nrz* — z + a v, fummam habent 

A "h B 

rr: A. tang • . * Innizmeras inde eiosmodi ferx&s ori« 

Hii — I— i^,A-^+i)(ra — r(m^— 4)) ft 

.ri manifeftum 4|||^ «quaruili quaelibet ob quantitatem m indeteminatam aeque inn])meni 
exempla compleftitur. 

^) Accuratior t^men confideratio dobet, oUo iftas combinationes ad gtfafMor~redire« 
Series nimirum^cuum ex ferie I. i.a}'oriundae a feriebus, quas feries I. a. bj fuppedi* 
tat, non difibmnty nifi quod illae duobus primis hanim termiois truncatae ftnt, feu fe^ 

rius incipiant. Defignentur enim illarum termini -initiales per A. cotang. A^, A. cot. B', 

A. pot. C^; harum per A. cot 2t^ A. cot 93^, A. cot S^ A. cot. SD*": erit A*^ — 

fiti + 2) + y AfT fm + 2) r — y , Ar , Ar /^ t ^\ r c^x , t - % 

^ L, 4K =:- j hucA +A— (m4a)v=:m5o +av , ob 

«'^v""; quareA^ = rii.»'^5(' +av''— 6'; porro B'' = m A' + v''^: 

mg"^ — gSl" +2v'z=;2)*^5 i* e. ilkruni feriernoi termini primi et fecundi aequantnr 4»« 
rum tertiis et quartis 9 et fic porro. Simili omnhio ratioae perfpicit;}ir, feries Arcuum 
ex ferle I. i« b)V>rittndas, easque quae ex I. a. a) prodeunt, pro identicis habendas efle^ 
quippe hae duobus tantum prforiBus iirarutn termjnis truncatae fnnt: Nec minus mani- 
feftum e^, idem' ratiocinium ad alteram feriem rSh v patere, et e9c feriebus IL \. 9^ 
IL 2. b; atque U. i* b, IL 2. a. haud diuerlks-fummationes refukare. ^ 

3) Quod fi igitur feries tantum L 2. a, L 2. b, II. 2. a, H. a. h, retineantur, eae- 
que cum feriebus t£v y .et A Hte.cQniungantnr f iequeotes orlmitnr feries, ex quibutf va« 
lores trium quantitatum^ v, A et B peti poflunt: qui in ferie A. cotang. A -|' A. cot. B 
^ • , . 4"^* ^^^- ^ 4" ^^^« fub'ftiti)ti praebent progreifiones ArcuUm fummabiles^ 

1 5 
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X) 






^; 



i; 
i; 
i; 



— Cni+i); 

2m-|-3; 
I -J- (m-j^ i) (m -f- 2) ; 
— (m-f-i); 

— i; 

i-{-("*+x)(«i+2;); 3; 

4) i; ffl+3 



3) 1; 
ni-4-i; 



»• 



i: 



n» + 3> 



- B' 

. A' 

. f 

. A' 



V 

A' 



<I. a. a) 



(I. ». fc) 



(II. a. a) 



(ILa.b) 



ST 



CoroUarium 4. 

§. LXXXI. -1) Hanjm ferierum termini primi pro y, A et B fuj)ftltnti hand aliat 
progrefllone^ Arcimm fuppeditant , ac eas, quae iam 55- LXX. LXXi. exhibitae funt; 
Ex termlnis fecundis ferierum 3. 4. ofiuntur progreffione^ §. LXXIV fummatae, 

2) Confideremus igitur terminos fecundos ferierum !• a, ex quibus primo, aiihi-. 
bitis feriebus i, haec oritur fummatlo: * ' 

A. tang. — - -• — H" A. t. — -{- A. t. 



.4-etc. 4-A.t. JL4-.. . ' 



— A. tang. 



lu + 2 

fletuir fummatio: 

A. tang. — ^ — i -^- A. tang 

— A. tang. 



. Demto termitto primo haec inde obti* 



'* . 



+ etc. 4- A. tang, -L J^ ,,, . 



2(2m + 3)(m+i)+i 

> 

^ " > vbi efi z" =r mz^ — z -{- a -}• ^ (°^+^)(°^4'*)* 



^m + 4+r<m^. — 4) 

Pofito m n^r — ft , prior fummatio in lianc abit : 
' Ar tang — 1_ — A. t. — l — -|- A. t. 



^^— 



2iU — 3 



aC/u— 0<2i«— 8) + i 
H 



-|-etc. + A. t. JL tp etc 



= A- 



' / 



58 DE PROdRKSSIONlBVS ARCVVM CIRCVrARTVJV^ 

= A. tang. -T ' ' — ~ — 7X1 » ^bi eft z" = , ' . 

/u. 2 

/xz^ — z db a(i-|-(ft~'i)(jEi — 2)); altfera ih hanc: 

A. tRTig! — L_ — A, t. U -|" A. t. 1 — 1 etc. 

l.u — 3 2(^—0(2^ — '3) + i 4(« — O' — ^+i 

+ A. tang. — lir etc. — A. tang. . 1 , vbi iam eft z" == / 

' z 3iu — 44-r"Ca^ — 4) 

3) Simili ratione fefierum (a) (§.'LXXX.) termini fecnndi hancpraebent fumma- 
tionem : A. tang. -f- A. t. ^ 4" A. t. 



— (m+0 I+(,ui-j-i)(n/+2) (in+2;3 — ^n^^jja 

-|-etc. -f- A. tang. — -[- etc. = A. tang. , vnde fit 

2 3m + 4 — r(m* — 4) 

• • • / 

A. tang ! z 4- A. tang. '. 1 4- etc. -f- A. tang. -L J-etc 

^ i + Cm + 0(m+a) < ^ (m+ j;» — Cm + i)» ^ *^ ^ z^ 

= A. tang. —— — ; -^ vbi eft z" = mz^ — z -U 

(m+2)2+(x+(m+0^)r:i!Zli • 

m + 2 

a (i'-j-(m-[-i) (m-|-a)). Si m negatiue accipitur — — r A* j fequiiur in^e: 

V V V 

A. tapg : — — A» tang. . '. 4-etc; + A. tang — X etc. 

*+(u— 0(-— ^) (« — 0^ + (.v — 0" z^ 

= A.*tang. TT» vbi eft z" =: 

(a*— a)*+(i+Cu— 0")rl±J. 

ft z^ — z + a (i 4- (|tt — i) (/« ~ 2)). 

' , Exetnpla. 

§. LXXXII. Pro m= 3 ex g. LXXXI. 2. fequitur: A. tang, 4 -|- ^- **«g- Vr 
4- A. tang. ^l^ -t-etc. -)-A. t. J, -l- etc. = A. t. — t — ; vbi eft 252=3.73 — 

p -f- 42; . . . z" — 3z* — z-f-42. Ex §. LXXXL 3. prodit: A. tang. ^V + 

A. feang. ri^ -j- A. tang. sis -t- etc. -{- A. tang. i- 4- etc. —A. t. L-; — , vbi 

/ ' . .2 35+17^1 ' . 

itidem eft z^* = 3 z^ — z -|- 42. Pro /t = 3 ex §1 LXXXL 2. habetur: A. tang. ^ 

— A» tang. ^ 4- A. t. tt — A. t. 3% -f- etc. + A.t -L"^Ietc. =:A.tang. 1 ; 

vbi eft 13 =:3»3 -— a^-d} 30 = 3. 1:3 — 3 — 6; ... tS^ — Z^ — ^ it ^» 

fittC 



# ' 
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QVORVM TAXGKlfTKS.SECVNDrM DATAM X.EGEM PR^C£pVNT. 59 

fiue A. t. j. — A. t TT "h A. t. -jV — ctc. + A. t. — + etc."^ = A. tang. >. ^ , . pro 

2 5+r$ 

fi rr: 4 prodit : A. tang. y— A. t. -J-^* A. t. yV — A. t. t§t "I- ^tc. + A. t. — + etc. 

— A. tang. ? — L ; vbi eft z^^ — 42^ — z + 14 ; fiue A. tang. -f — A. tang. y^ 

5^3 — 2 

4- A.t. T^T H" ^*^' — ^- tang. -L ip etc. = A- t. . Pro ft r=: 4 ex 

■ • 

§. LXXXI. 3. prodit : A. t. | — A. t. tV + A. t. yV — A. t. ri^ -f- etci + A, t. — qpetc. 

— A. tang. — i — ; vi^ etiam eft z" = 4 z^ — z + 14. 

sr34-2 

Scholion. 

^LXXXIII. i) Suimnationum§". LXXXI. a. prima ex 5- LVIIL pro A = — m — i, 
B=:2m-j-3, r=:i, fluit ; altera ex §. LIX* pro A = am-|-3, r= i.^ Summatio- 
ntim §. IJ(XXI. 3. prima ex §. LIX. deriuatur pro A z=. — m — i, r=:i. 

ft) Quibus collatis cum §§. LXXIJL LXXV, apparet, generatim progr^ffiones Ar- 
cnum, qiiae ex terminls primis et fecundis ferierum pro v, A et B, {§. LXXX.) oriun- 
tHr, iam fub fummationibus §§, LVIII. LIX. comprehenfas efiV; cuius confenfus ratio iaf' 

A "^ B Hh n A 4" B 

eo fita eft, qupd pro illis progrefiioni{>xis vel ^ >. vel numero integro ae* 

quetur (cf, §. LXL). At fi termini (§.XXXX.) poft fecundos adhibeantur, tom notlae 
prodeunt fummationes, a prioribi^s (§§• LVIIL LIX.) diuerfae: quas tameu ampiiue 
enoluere fuperfluum videtur. ' . ^ 

Corottarrum 5. 
§. LXXXiy. i) Quanquam valores quantitatis v §§, LXXX. LXXXL inuenti et- 
iam negatiue accipi queant , hinc tamen haud nouae feries Arouum obtinentur : Quippe 
tum etiam A =± 1 ^ ^ — ^^ -r / -»- //^ ^^ g _ ^^ ^ ^ yel ==; y 



2 



figna tantum mutant. Porro aequatio m -{- a = JL. (§. LXXVI.) ita quoque refolui 

poteft. v't » per A exprimotur : ,^-f "^ + QA ±:r(((m*0'-^4)A^ + 4 (m-HQ) ^ 

"Quod fi vero fuper hac formula ad rationalitatem perducenda, ratiocinia prioribns fimilia 
inftituantur, feries inde ab lam inuentis haud diuerfae prodeunt. ^ ' • 

a ) Cum in a^quatione conditionali m+a=:S i- -r"; /g^ XXXIV.), quae 

AB — I 

10 vnitierla haftenus inueftigatione ft^ndamenti loco pofita fult, quaiititates A et B per- 

H a . mutari 



• « 



6o DE pRCKJRJSSsroNimrg arcvvm cmcyt^AtavMf 

snTitari inmcetn qneanfcy matiifeftum eft, ex feriebus ArcuBth ad' reguTafe J, LXXX* in- 
TOntis nou«d formari poffe, dum illarum termini primi et fecurfdi inuicem peniiutantur, 
fett qui erant prjmi, fecundo loco ponantur , et vice verGi: vnde ex lege z^^ z= crz^ — 
iff-j- 25 V etiam reiiqui termini nouarum ferierum allos valbre» fecipiant DPceffe eff. Ita- 
^ue numeru^ ferierum fummabillum doplo maior quam ex §. LXXX. prodire videtur, 
Kem tamea (3ciJS fe habere^ accuratior confideratio oftendilv Defignentur ehim feriei 

cuiaspiam ArcBaai ex (i)- L 2r a. [§. LXXXr) deriuatai? terminl initiales per A.cot: A"^,, 

jft,cot»B^r A. cot.C'^^; eius contrt feriei^ quae ex (2) T. 2. b. oritur, per A. cot. 2^"^^ 

A.cot.58% . .. .-, erit A'' = Jf'^ (m + .^f—/ . b''^ mA'+ v'; ^''ri^v"! 

Quod fi iam in ferie priorl A et B feu terminl primus et fecundus fnuicem permutentur^ 

-crit pro noua ferie inde oriunda cotangens tertfa m tn A*^ — B'^ -|- 2 v*^ = v*^ = ^^ z= fe- 

. -«undae, cotangenti arterius feriei ex (2) deriuatae, vti fecunda iflius =r A^^zrz^ =1 pri- 
jnae huius, Hine eui-dens eft, feriem Arcutm ex permutatione tSv A et^B ortaqi a 
"ferie ex (2) L 2. b petita. haud differre, nifi quod haec primo iitius termino truncata fft» 
£adem omnino ratione feries Arcuum ex permut^tione rSv A et B in progreiSonibus, cx 
L 2r b ortis,. prodeuntes haud diuerfae funt a feriebus exL 2.^a deriuatis: quippe itlarum 

..cuiuspiam cotangens tertia— mTl^ — ^ -j- 2 v*^ =rm A'^-J-v''=:B'^ z= fecundae cotaa- 
(^ti feriei ex L 2. a ortae. Idem prorfus obtinet de feriebus Arcuum ex (3) et (4); 
Tel 11. 2. a. 11. 2. b dcriuatis» Proinde iam , quo ea , quae §§, LXXIX. LXXX. f dlluSv 
Sueffigata- funt^ quam licet br^uiilime compIe6tamur ,. fequens ex^ iftis coadl poteft t 



I 

» 



Theorkma particvlark 7.^ 
§. LXXXV. Quod fl fequ^entes binae formentur conternationes trium ferierumr 
j) if 3-^(m-|-i)(m-j-2); . . » v' * • <r 



— i- _(ni-f-i)f . • . A velB*' . . 

ia-|rij 2m-f3j . • . B^^vcIA*^ * , 

sr) I- »i-|-3j " . . . v' . . , 

m^i^ ~-Jj . . • AS-elB^ . . , 

ap4-m(m-f x);? 3[j . . .. B^^velA*^ . . 

^arum quaeuis cft recurrens, fcala l>eIationis communi exiftente (m-f-2)*-f-2; — 1^ 
£ porro quicunque termious primae feriei alterutrius conternationis pro v, ct termini iHi 
^efpondentes fecundee ct tertiae ferieieiusdemc6nternatronis pro A et B, vel ^'ce verfe pro 
j&etA; £abftkuantur> tumorkxitor pro](reifiones fonunabiles Arcmiinj^fciUGetA.cot.A-f- 

• A»cot* 
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At cot.3-|-etc. -|- A. cot, z'-|-etc. quorum cotangentes mmefisiKtegrcs exprlniuntur, et In 
ferie recurretne aflfefta proceclunt, hac lege, vt fitz^^rrimz^ — z — r^v. Summa erit 

= A. tang/ . — ' a . Demonftratio hmus tbeorcmatis ex 

Ab— I — i(/i^+0(m — rOn^ — 4)) 

iis ipiis Qonfequitur^ quae ha^tenus expofita fun.t* Quanquam ea^ breulus conetnnari 
*pofflt, fimendo tantum J.LXXIX. (2) A— ^"^+^^"~y , (3) jj = mA-f v, prae- 

ftare tameti mihi vtrfebatur^ cmnium cafuunr, qui ex hypotheli alterk §• LXllL commc- 
tporata> refultare poffe videntur, enuincratioiiem completam exhibere, fmnilque often- 
dere, eorum apparentem multitudincm et varietatem ad eam fimplicitatem reduci, quatit 
Thearema indicat. Ceterum ex §. XXXV. apparet, fummam prQg.reffionis, fi ea ter- 



iBino A. cot. z finiatur, eiTe =x A. tan?. 



A.tang. 



:H-z" 



AB — I — -1-CA^ + OOn -rCm*— 0> 



Schetion^ - . 

§. LXXX Vf. I ) Cum fit B = mA-n± rqm^-^) A'-»AnCni4-0-|-n*-4m-.]? 

'.. —8 — ^^ — zzL-^ (5.LXIIL)ex vaica valore t8 A, qui pro certls m et n formnlam radicalenx 

rationnlem reddat, iRnutnerialii vttIoresobtinenfeuridempraeftanles(S. LXXVIi. LXXVIII). 

Aequationi nimirum {(j^ra^ — :^j rq^ ^ i j _ p fatisfociunt q :^ 4, p =— . Hinc ex 

2 ' - 

.valoribus A =:», u = bnouiprodeunt valoresr A^ =— a -f"^ib .T"". {'—'—- i) = 
fn^J>^, b^=:(m*^4)JL+ ilib — n^tl^ cx quibus iimili ratione noul 

2 '2.2 2 

obtinentur, et fic porro. Proinde ex feriebus Arcuum, qoas tbeorema §. LXXXVr fup- 
peditat, innumerae aliae^eriuari poffe videntur, dum pro certo valore tS v ©"X vrro va- 
lore t3 A vi theorematis cognito alii valores reperhintur. Niluomfaius tamen haud no- 
nas exinde oriri rummationes , a prioribus diuerfa*, fequenti ratione apparet. Namque 

cnm fit b = u =r aB -• m A + a^ erit A^ = '"A+^^"'_ g^ inde flt B^ = 



m 



Ai — n±bl mB — n+Cm^ — 4)^ + ^ b — n ^^^ + ^^ 



■ ■ ■ ■ ■■ '-zss Cr Ctuare feries Arcuum ex valore A^ 



ab ea^ 



i^faiL-» 
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quam valor A ex theofematje praebet, haud reaera diuerGi eft: ficque et reliqur valores 
haud nouas fummationes praebent. Fonmulam u , fi pro certo valore rg A rationalja 
redcfatur, etiam rationalem iieri', fi pro* A fubftituantur B, C, D, et ceterae cotJmgen- 
tes iilam fequentes, exindelam apparet, quod aequatio condit|onalis non tantpm de pri- 
mo et fecundo termfno feriei cotangentium , A et B, verum etiam de qiiibasiiis fibi pto- 
ximis, z^, 7}^ locum habeat (§. XXXVI.j: fin autem A et B ratipnaliter exjxrimajitur, 
etiam reliquas cotangences rationales fore» euidens eft. 

2) Ex qulbu^ apparet, refolutionem aequationis conditionalis (§. LXXVIH. ), 
quatenus ea fpe^tetur tanquam aequatio inter indeterminatas x\ et B, haqd »quicquam 
emolumenti afferre, ad detegendas plures progrelfiones Arcuum fummabiles -(cf. §. 
LXf ir. \ Ex vna enim co-rnita haud nouae prodirent ac reuera diuerfafe feries. 
Quibu^baud obftantibus innumera^ eiusmodi feries exhiberi pofle, ha^enus declaratum 
eft i* aequatio fcilicet conditionalis confiderari poteft tanquam aequatio inter tres indeter- 
minatas A» B et n« ^ ' 

Problema VIL 
§. l^XXXVIL Summare feriem Arcuum 

b c* , a* 

' pojito — :=2 \ : f denotante r numerum quemuis integrum^ 

e' (e'+i)* (e' — O^ 

Solutio* 

- 

IJsdem omriino ratiociniis, quae §. XXX. (cf. §. XXIT.) adbibita funt, quaeque 
repetere fuperfluum eft, produftum indefinitum P( ^ 7" ^ — IZl ) rcducituradforniam 

§• XIL 5« expofitam; bincque prodit fumma Arcutim 

aE ?iK 



• 

c 



3= A. tang. f ^/ 1 -f A. tang. { cF." 1 + 



• • 



aE 



+ A. tang. f ^e' 

CE_0 E+-— > 

l - EVrJ 



•A. 
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aF. 



aE 



M 



A. tang. f ^p 

CE — ^E ' + X +-^_. ^ 

-1 ' 



-A.tang. f 

(E — OJE^-f- x + .l': 

£:' + iJ l - E^.+ ij 



• • 



> 



ae 



M 



— A. tang, f X VF 

(e'_o e'^ +~- 

l E^+.J 

Si. feries in infinitam excurrlt, eac fummae partes, quae x inuoluunt, omittantur^ fup« 

pofito E > I. 



C^rollarium i. 



aE 



aK 






. S.LXXXVIII.Sitc=o,et. 

T=iT^\ tum in fummae expreflione primus et vltimus arcus conficiunt fummam ^, quippe 
tangens vnius — .cotangenti alterius; eandem fummam praebent quicunque bini termini 

a primo et vltimo aequldiftantess, Hinc erit fumma, fi r impar fuerit, =: — ^ 



-|- A* tang. 



aE 



X^ — £■ 



-T^= IT ; pro r pari fomma etiam eft= Jl . JL rr !!! . Ex- 



' inde haec oritur fommatio, pofito E = e* ; S. A. tang. _ 



(e — O 



«r 



.' I y 2X , 2 2X^ 

e (e +e ) 



vel A. tang. 



e(e — e 



I 

- -|- A. tang. 



e^ + r 



!i!_-:?IIi+etc. 4- A. tang. !^L=lIl2 

A , — a ' ax ,, 2 — 2x 

e* + e • +• 



•rf 



-^ etc. —Z^. 
4 



Corotlarium a. 



j. LXXXIX* Sitc=:0, et 



«E 



• aE 



= ,,fen.»=:(2ln!2!, 



(E*"— OE (e''— Oe" e' 

1>= I ; tum primus et penultimus terminus rummae.($. LXXXVII.) coniunftim adaequant 
iwa4raQteffl, aeg^u^ ac fecuadusi et antepenaltihtus, et ilc porro. Inde ferit fumma = 
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ft a 



(r — j)^ -|- A, tang. — . PoCto igltur E = e^ , haec obtinetur fiKnmatio: 

4 E — I 

V -^t r — — r , r — r 

A, \2Lr\g.lSZl + A. tang. ZjHl -j-.etc. -j- A. t — t. 4- etc. 

2 a 4 4 2X .2X 

c +® e + e c +e 

— (r — i) }- A. tajag. — — C^+^) ^* ^"S» ^ • 

^ a 4 



• r 



Scholiom. . 

§. XC. 1) SummatioDis %. LXXXVII. demonftratio fynthetica copdl poteft ex rc- 
folatione termini generalis in binorum Arcuum differentiaiti. Eft nimirum 



A. tang. X X =A.t. , f „r i — A.t. f '•, • .-.«■ 1 . 

' l E'+g l &'+,J 

Qna ratlone fi fin^uli Arcus feriei exprimantur, omiilis terminis fe mutuo defl;ruentibu9« 
pfouenit fummae expreffio prius exhibita ( cf. §5r XXXVIII. XXIII. ) Suramationes %. 
LXXXVII et XXXI. fub hoc theoremate comprehendi poflunt : fummabilem efle ferieni 



a ' 



Arcuum, cuius terminus generalis eft A. tang. x * — x , denotante v nQm.e« 

■ - t 

e 1* + be *■ +c 



c* . a» 



rum qucnmis integrum, dum fuerit — _ ., L — *(cf. §. XXIX. i.) 

e (e+O* - (c — x)^ 

a) Quodfi ferierum innumerarum, quae ex haftenus.demonflratis fummari poffuut, 
duae pluresque inuicem addantur , nouae prodeunt feries fammabiles Arcuum,* quortina 
cotangenteshaud amplius in ferie recurrente affefta fecundi ordinis, verum ad allam le- 
gem magis compofit?am procedunt (cf. §. XXX.). Cum tamen iftitistnodi ferierum con- 
templatio vix tid theoremata gcneralia et fimplicia perducere videatur^ cumque fuperioc 
iam expofttio nimis forte long$ fuerit, ad SeSionem tertiam transeundum eft. 



C.Sb^ 



QTORrK TAWSSKTM SBCVKBVM DATAM 1,^9:^^ FmtfjCDTKT, 6$ 

s 

C. Sectio tertia. 
' foeeftigatio' ferieram tranfcendenter fammabilittoi; v 

-^ , CAP. I. 

PROBLEMATA FVNDAMENTALIA tT SIMFUCIOIlA« 

• • • 

Lemma* (*) 
§. XCn. i) Prodafti infinite multis feftoribus conftantii: 

— — — valof eft = « — « , 



a ) Produftum infijiitum 



. • • • ) 



WZ «2 



0+«»)(9+«*)(»5+z») . . . ((jx-.0»4.z») . ... \. a 3 . 



z 
I 



ns . •.. Ox— 0» .,.. !__+! 



3) Produ&um infinitum 

(»+fi)r.+ '' Yi+ .-'■■Y»+ -* )ri+.'^.)... 

V iy\ (am— OVX 0»+0*-^^ (4«— O*^^ C4«+0*^ 



frz A «s 



m- 



a — 3cof.'~+e 



Prob.i;xma Vni. 
§. XCni. ^mture fetiem infinitam: 

Aitang. ^+A. t^+ A.t.~^+A.t.~:|j4.etc.+A.t. ~ + etc. 

Soltt- 

(*) Exprefliot)^ (i) et (i) H^otite flnuQt ex farmnlitf pro fiott et coiiiw, qaas Iduetiit ioh. ru<* 
NouLLivs (Opera omnia T. IV. Lau[kMnaei742. 4. Nr. CLJI.) , quarumqiie - deiiionftratlonem 
a diibii.s tiberani tradidit IlK KAa$TNEjavs (j^naij/fiJi 'dts (/neftdiukifi 9. 9 JS^ S43J. ^liam* denioa* 
ftrationem exbibuit avLERvs (Iutroduft. T.I. Cap.IX«), coi nuper ex prlncipiis methodi limitnm 
maiorem rigorem concitiauit Cel. L'HuiciaR (Memoires de L*Academte Royale de.« Sciences et 
BeileA Lettres 1788. 1789. Befiin 17^3. pp. 3i6.36g.X Pofmdta (d), bic paliUo alitei* ac ab 
avuiao (L c. $. 159.) expreflaii. ex prloribM fioe negotio deriaatur (cf. l'hviliba 1. c. p. S5<^«)* 

I 



V ■ 



r- 
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Solutio. 

_ ^ j j-^ (S-VII.) cft pT& hac ferie =? 
PjZ^V' — J* Cuius lam produfti valor, faftorum liumero in infinitum excurrente, 

1 — J = e — e ^ 

- ■ 

Sumendoigiturz=(3-|-«r" — i» C=3 — *r" — ^» produftumiIIudinfmitum'abitia 

__ / -/3— «r— '\ jCe'^— e~'^) cof. ,« + G*'^ +«"^ "^) fio.Hr« r-r.) 
^iS + «r— i'' * V «/3 — <r/3Y- ^«/3, — r/S^ (* 

ob e — r ^™ _ ^qJ* ^^ ^- i^ — j ^ gjj^ a-Tr, ' ^ 

a) Qua igitup rdtione prodn6tam reuocatnm ¥ft afl. fbrmam CoroIL 2. 
$. Vm, pofito N^=— a, Mi=P; N' ^(e^^^-f e~'^"^)-fin.-w»,- . 

v3 " '^F V Kl 

M^^ = (e ^ — e *'^jcof,7r«. Hinc prouenit fumma Arcuum = A tang, _ 

+ A. tang. — — • — A. tang. — +A. t. {-r- -T^^*°g- ^^- Huios fbmmae 

pars pofterioTialiter exprlmi pote^, ., * Habetur ninwrum^ .qisJcquid fint ,f^ g et li, 
A. tang. ( -— • tang. h ) — A. tang. (tang. h) = A. t. ,, , . - — — 

^* — 6 -^ I — g — (i + g) (tang.h)* 

. 3 g tanp. h 2 g fin. h . cor. h 

— A. tan?. -- — ; — ; -Trr — A. tang[. — :: ■ , hinc 

.' T : - j M f{i+tanjB.h:*)-^g(;-^tang.h*) . . . -^ ir^ g (cof. h* — fm.h*)' 

. Atang. ( rT-T-'tang.h J = h 4- A. tang. f -"T^J • Q^are fit fumma Arcuum 

xj «i-;— g- * »^ ' •^ xi -» g cof, 2 n^ 

. - : > ' ' ' ' f V * ' * ' ' 

= ir^ — A.tang.--p-^^tang.^— -i. 

i 3) Quod 



QVORVM TANdSNTKS SSCVNDVM. DATAM X.E6BM PROCKDVKT* ^ty^ 

I 

3) Quod ad determiDatlonem qaantltatum 0& et 3 attlnet^ e(l (i) b-f-af^ — i 
rzrp^ + aaflr" — i— »*, hincb=(3* — <»*, a=:a«0; vndeb = Jl — «*, 

feu a^-|-ba* = ; et a* — _ — IL — 1 , quia valor pofitiuus fumi debet; 

4 2 . . 



' - ^rro |3» = »* 4-b = ^0>*+*'^-^,^ . gft tandem A. tang. JL= i A. t ——7 

= i A. tang. _fl^= i A. tang. i.. 

4) Qiiibus comblnatis pl«nam iam problematis foliitibnem feqnens compleftitur 

Summatio» 

" A.tang. _L_-4-A. t. _i_4-A. t. -L- -f etc. -f A.t. — ?— + in inf. — vx — i 
A.t.ng.i.t. A.tang, { '"■''" ] , exiftente c» ^rC"'^""^'''^"^ ^)> 

p^^/r(bl±f!)+l) = JL. 

^ a -^ 2« 

Corottarium i. 

$. XCIV. PofitoJL :r:«tang. ^, valores quantitatum «1 et.|3 iimpliclus exprimi 

b 

. poffunt. Eft nimirum ^-(b^+a*) = br"(i + tang.\p*) =-L-., hinc 
« = y^ Ki-cof.^) ^ |3 _ ^bO+ffii), vel « = (a*4-b*)^ fin. A, = 

2 COl*. <^ 2 COf. 4^ 2 

(bfec. v/^/. fui. A, (3 = (a*+b*)*cof.jL == (bfec. ^/^)^.cofin.j[L. 

Corotlarium 2. 



§.' XCV. Sie b = o, erit « =; r"— = 3> A. tang. — = Jl. Inde obtinetur 

. a b a 

haec futpmatio: A. tang. !lf +A. t-!^-}. A, t.ll! . . • + A. t. ?J!« + in inf. — 

I 4 9 .XX 



ir(«— i) 4-A..*ang/ 



Le 



7ff'M 



/in. 3ir«t I 



— — cof, arnj 



I » Corol^ 
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t 

Corottarium 3. 
Si b negatlaum valorem obtineat , vel terminas generaiis feriei fommaodte fit 

A» tang. --? — , tam A. tang, — — abit in » — A. tang, -!L , porro l^ f -J_JI_Lrz- / 
X*— b . b b ^a^ 

in y^f ., , a ■ ) • Qaare retentis valoribaa qaantitatam « et p, qaales^. XCIIL 

4« exhibiti funt^ eae in expreflione fummae pexmntari inaicem debent. Hine prodit fe- 
qaens fiimnutio : A. t. — L--[-. A. t. ..■* .-["A. t. — — -f- • . • -|- A. t. — t — -|- etc. 

i«— b 4 — b 9 — b XX— b , 

ac 9rO-^i)-{-iA^tang. "^ + ^. t. l^ '• J, pofito, vti fapra,.« =» 

U — cof. 2i8irJ 

y- ^r(b»+>*)— b^ , P = r (I1^51±i!lli') . Si inter terminos huins feriei 00 

carrant arcns, qaorom tangentes negatiaae fant =: — *- h, ii qoadrante maiore» acd» 
piendi funt^ ss v — A. tang, h« 

Corottarium 4« 

$. XCVn. j) Serici: A.tang. -JL + A.t._L--f A.t. -^+ . . i 

^ 4+b * . i6+b • 36 + b ' 

■l* A. t. ■■■ 4- in int terminas generalis eft = A. tang. -" ;' hinc pro ea fomp 

4x*+b x*+il 

manda ponendum eft loco a (§. XCni.), iL; locob,. .1; vnde rC^^^^"^^^^ Q 
iam abit in T^CTP^ "^^ ^ )> i.e. pro « fopponendum eft jl; pro /3, — » Qtia- 

re fomma iUios feriei fit —lHi — 4 A. tang. ]_52l!L!L lU ^ i»» feriea prioja 

^. 1« cof.frecJ 

(§. XCIII.) fobdoaa, remanet A, tang. -J- -f- A* t. -l^^A. t. . * + • • • 

i+b 9+b 25 + b 



/3« . 

— — coC- 



Cax— ij»+b * ) j/3» ■ f { 

U — coT.SKfrJ (• 

■-— — A.t.j '^""* L qnoniamA.t. j fin.«. 1— A.t.| ^" "«- | 



cft 
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eS =: A. taog. 



3 fin. « «r . coH «e «r 



3)^ir 



e'^*_(cor.«ir)*+Xfin.«»)» 



= A. tang. [ fi"'^*^ l 

l^ --:- COI, 2U9t} 



s) £ftdem fatnmaitio fic inueniri poteft : Pro termino genmU A. t. 



— :^A. tang. t* , cft produftam indefinitum (§. VH.) P ^.l±i^Il=lLj = 



*^Vx— 0»+(/8— «r— .)»>' ^ (ax— 0» -^ i_ + 



e 






(J. XCn. a.)» aWtia! 



«(/9 + . r— ») •()S + «r— 1> 



a 



(rt — «r— r) >(/8 — mr—i) 



e 



-( 



cof. — + r — I . fin. ^y + e ' (cof. ?^ 



-y— 'i.fin. 



\ 2 



?) 



HiJBc «x (j: VIL) 






('cof. — — r— 1 ^ — } + « («of- !L!I + r — » . fiu. — / 



fumms prodit = A^ tang. 




Ex ^ fbin&Qra afiiera (s) 



, e +« 
£ne negotio deriuatan Quare iam demonfirata eft iequens 

Summatio; 

a 



A. tang. -JL- 4- A. t. JL^-f^AA.. ^ 



"T* •' « •• *|* **• li» 



mit 



(2x— 0^ + b 

A. tang. y ' ■■ . tang. — J y pouto' 

^* + t 



-f tte,. =r 



{* fin. » ir j 

|^0)4-ar-^O = P+«r'— »> v^ habentibuft if et^ lalores fupra (§• XOIO 
aifignatoa» , 



Corai^ 
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Corollaritiftt 5. 
%. XCVIIL i) Pro^b =; o eft a = |3 = r — , hine ft A. tang. iH + 



A. tang. 111+ A,t. 11:1+ ^- A. t. ^"^ , 4- in inf. = 

tf ^ 1 fin. •<* j 
A. tang. ^. 

. a) Si b negatiuum valorem habeat, tum vti §. XCVI, obtinetur: 
A. taftg. r+A.t. - + A. t.. + .tc. = ^ _ A. t. { ). 

x_b 9 — b » 25 — b » a / «ff , f' 

U , +cof.y3«rJ 

toanentibus valoribus quantitatum a et (3 iisdem. 

Corallarium 6. 
§. XCIX. A fummne feriei (§. XCVII. duplo fubtrafta fumma fciriei ^5. XCH.) re- 

[ fin. « ir ] - • a f fin. 
CtTT — a A. t \^ _J — «TT + i A. t. A. t. 



manet 



2 >r « 



le'" + cof..«J . >» (e ''-'*— 001:2« 

= i A. t. a A. t. ^— -^: Ij. A. 1. 1 S4- A. t. { ^-^J 



k - ^ I fi». « *» . I I fin. « jr I . a 

_A. t. ^ ■ ^ 

l^'— <of.«,J " 'l/"+cof.«»j 



= i A. t. — - — A. t. =;— — . _l — A, t. ' \ = 4 A. t. 



f ^"r^ 1 

,>2e iin. ocffj a a a 

A.tang.^ — ). Eftatitem3(A.t-- t-A. t.— ~-4-A.t.— — + , ..) 

I ap« I • + b ' j» T b ' as + b ' ' 

— ( A. tang. _'_ 4- A. tang. '. . * . 4- A. tang. — "_ 4. . . . ') 

i+b 4 + b ' i, + b 

= A. tang. _ — — .A.t.— _ + A. t. — etc. Inde huius feriei fignis alternanti- 

irh b 4.-hb 9 + b 

bus inftructae haec oblinetur S u m m a t i o. 

... • 

A. tang. -^— A. t. _1_ -}- A. t. _!L_ _ A. t. _?_ + etc. ± A. t. „ ' X in inf. 
i + b 4 + b- . 9-|.b i(S+b' x* + b 

a * 2 c fin tt sr^ 

= I A. t. -g ^-^' \—^ — )> valoribus tw « et (3 ex §. XCII. cogoitis. Si 

terminas generalis eft — + A. tang. _!! , tum futhma abit in 1. — 1 A, t. JL — . 

x^— b . > b 

A. tang. 
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■ 

r«»r^^l f.2«fr 1 

1 3 e fin ^ jr! . I e — i J 

• ^"n ^~ 

13 e fuufifc} 

Cprollarium 7. 



7» 



I - e fin I5ie\ . 

A.tang.^ — ) = A. tang 



i«*-'-.j 



\ A. tang» 



I +b' 
pofito a = 4 A, = B, haec lloit Summatio: 

4 



a:4 



-x+i±-.^ ex§.XCVII, 

4 



A. tang. 



A. tang. 



-|- A. t. — — -j- A. t. - — j — -j- etc. -|- A. t. 



2+B 



B 



L. t f 



6 + B 
fin. 



g(9r 



1 



la+B 



xx+x + B 



-|-etc. m!^ 



A 



(e + cof. ac ir j 



, f uppofito a — TT \ 



_ /rC(4B — i)*+i6A*)— 4B+1 



'-). 



Q_y^/ r(t4B— l)^ + i6A^)+4B— i) x 



Corollarium 8» 
§. CI. Cutn quantitatcs « etj3/ quae in fummis feriemm^JJ.XCIT.XCVII. XCIX.) 
occurrunt, inuoluant quantitatem radicalem r^Ca^^^b*)» vt haec rationalis prodeat, 

— ; tumque fit r^(b*4-a*) zzz^C — \f ^ = 

a — 2AB ' ^ 2AB y 

^a(A^ + B^) — a(A* — B^)x „dB n ^aA 

r(-^ — 



poneudum eft -^ — - 

2/ 

^x _ y-aB^ j3_y-i!5. Quo fam quantitatetf « et (5 
4AB ^' aA 2B . 

ipfae ab irrationalitate liberentur, ponatnr — _ _^, eritque p = — , fl^ =: — ^ 

X a B m* nr a * 

Exiude fummationefi (§§. XCII. XCVII. XCIX.) in has transformantur: 

i) A. tang. -i_-j-A.t. ^4- A.t. -i_ 4-. . . 4-A.t, — ? — 4- etc, 

i+b 4+b 9 + b Xx + b* 

fin. m* 1 



• • ^ ' ' f 

= A.t. [-A.t. < 

— 1' 2a ' 1 



2air 



^ 



I ' 



,1 ^ 

le — cof.mir. 

r ' ' 

a) A. tang. _i_4. a! t. _L_ +A. t.'— 1- + . . . 4- A. t. -— r- +ete. 



mv 

* 



A. t. l 



I < « ' I 



a^r 



m 



J- 



e + cof. 



m« 



a } 



3)A. 



\ 



I 



7« 
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a 



3) A. tang. ^-^ A.t. —^A. t. -1-- — . . . ± A- tang, ^L^ 

^^ i+b 4+b * 9-^^ 3cx+b 

atr 1 



etc; 



= A. tang. 



m m 



a» 



A. tang. Jae^^fitiT^^» pofito pro tribus hisce feriebus b 



a' 



m^ 



ni 



lajr 



ra 



-ij 



Coroltarium 9. 
5. Crir. Pofito m = numero integro = r , fin. r tt eft = o , nec non fin, — , fi r 

fuerit numerus par. Hinc ex formulis fummatoriis (§. CI.), ob ^uanefcentem fummaF 
rum vltimam partem, ffequentcs fluunt fummationes: 



a 



rr 



A. tang. -:i- 4- A. t. -1:- 4" A* ^ + ^^^* = — — A. t IL , 

x+b 4 + b 9 + b a aa 

A* tanfr.-J! — 4- A. t. 4- A. t. 

^ l + b ^ 9 + b 2S+b 

A* t. -^i — -|- A. t. — t — — etc = A. t. — f 



A.ta0g. 



' +etc.=:l!, ' 

4 
a 



2a 



i + b 4 + b ' 9 + *» 

fi ponatar b s=: ->— 1— > etr pro prima ferie = calais numero iotegro, pro lecunda et 

r* 

tertia — numero parL Inde fit, fumto b = o feu a = — , 



A. tang. Ji. -[- A. t. -I— -|- -^* ^' -- — -j"^*^^- = 



(2T t)ft 



2 a*4 a.9 4 

A.tang. J1 + A. t. J1 4- A. t jl.4-etc. =11 

a.9 



2 . l 



A. tang. 



A. t. JL. -f A. t. 



2. 2$ 

r* * 



4 > 



etc. rz: — . • 

2 2.4 *.9 4 



Quae fnmmationes cum fupra ( §§. XXIV. XXVI. XXVUL ) alinnde inuentls apprUni 

confpirant. 

Coroltarium lo. " . 



2k — 1 



§. Cm.. i) Sit in prima ferie (§. CI.) m =: 12 — 1, erit fin. m« = + i, 

• ' ' ' 2 , 

prouti k fuerit numerus impar vel par; cof. mir — o. Inde fit 

A. tang. _i_4- A.t.-i_4.A.v — +etc.=£!ii:i2!:--A.t. 1±ZI2! 

I -f^b ^^'b ■ 9*l~'> 4 S* 



+ A.tang. 4«» , poilto b=: 



4*' 



3k~t 



(ak-,0= 



Ok-~0» 



»)HIac 
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a) Hinc pro b =: o, vei a = - ., erit 

A. t ^^ ^A.t.— — HA. t* ; +etc.z=: +A.fc --; r-. 

■ ■' * ■ 
e a 

Exmpti gratia pro k=i |>et =a liae prodennt fumtnatjones : 

A. t. — 4-A^ t. — + A. t. — 4- . . . 4-A. t. — - 4- etc. = A. t. f e "" ~^ 

8.i' 8'4-V 8.9' ' 8xx',. V^". 2 J* ^ * 

A. t — 4-A. t. *^-4-A.t. — 4., .. 4.A.t— 4-etc. =±;A.t ^e^^ 

8.i ' 8,4 ' 8.9 ' 8xx • V ' * y * 



3) In ferie fecnnda et tertia (§. (3.*) fit in= ak — 1> eritque fin, IHI — . + t 



tnr 

m n 



cot _1 = o; Hinc fit 

A. t. ■3-4-A.t^4-A.t— 7T + etc. = ' ^ ■yA.t - 



f 
a«r 



c lk--«C 



a .'«I» » *;*'i 1- (ak— 0* 

A. t —7— — A.t — 7 +A.t—rr — A.t— — 4-etc. = A.t + 

i + b .4+^ 9 + b l6 + b ' 3a ^ 

I a*^ (ak 0* 

a A. t -- — ^; — , pofito-b = \» ^ ■* ■' ^ fttiiito figno faperiorl pr# 

c ik— I 
imparik^ inferiori pro pari. 



4) Inde obtinetur pro b r=: o , feu a = iL-TZ.—, 



Ok— 0* , . , (3k— O^ , ^ , C»^— 0* , • Ok— 0*— . ^ '» 
A. t — : 4"A. t. 4-A. t— : Hetc.=: 4. A.t 

2.X» • a.9 ' 2.25 ' 4 ^ 



(2k— 0» 



A. t i— — A.t hA. t — etcrr— 4. a A. t — — ^ 

2,1 2.4« 2.9' 4^ (ak — !> 



t«*.' .»' '" --02 

ExempH gratia pro k = i , et = a erit : 
A. t |-A. t UA. t '^---^+A. t-7— — rr4-<^te-= A.cote*, 

2.1 ' 2.>' a.>5 a(ax— 0* »4 

A; t A«t f^A.t l-etc. +A. t — = ^A.cot e^, 

2.1 a.4 2.9 * . ~ 2XX 4 

. K A» t 
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A. t. 



9 t M . 9 • '3r^. 3* 



2. t 

T 

A* t.- ~ 



f A,t~-f A.t. 

2.9 
9 



+ etc. = — 4- A. cot. e Y , 



A.t-^ — 1-A.t-^ 

3.4 2.9 



3«i^ 



A. t t-ctc 5r~ + a A. cot. e t . 

2.16 • 4 



Schetion t. 
$• CIV« t) Cafus CoroU. a. Probl.' g. alia iatn occafione folntiotiem pQblicaui, 
anQenique : A. tang. ilL -f A. tang. £JL -f A. tang. l!L -[- etc. = JL — 

A.tang. 



Le 4" * 



-• cotang. «^L (*) quae expreffio ad fapra (§. XCV.)- inuentam re- 



1 



2»r , 

duci poteff. Eft nimirnm ea = A. t { . tang; « wl 

a»ir t 

Le —I j 



= fll«r -f 



!(!n. 2ai«r I ^ 

^. — -- - - «■ 
e — cof. 2 *»J 4 



XCIH. 3.). Qnanqnam ita confenfus inter 



vtramque formulam appareat^ pofterior tamen hic tradita priori praeferenda eft ; quin 
haec» nifi cauteadhibeatur, ad errores deducit, qui quomodo eoitandi fint, haud ftatim 

in aperto eft« Etenim ponatur x = LHf exiftente r = nomero integro, tum erit 

cot ««• =zr o pro r impari, — t/^ pro r pari. Hinc fumma ex priori expreffione^ pro r 
impari^ — — — A. tang. 0=— prodlre videtur: quod cum fummatione fupra (§. CII» 

XXIV.) xnuenta pugnat> quippe famma JLcafai tantum r =: z conuenit, pro maiore 

4 

autem r maior efle debet^ et quidem = Qr O^r 

s) Ad hanc difficultatem tollendatn praemifi obferaationem Scbolil (§. XI.), Qaaih> 
quam nimirum priof expreffio praebeat fummam := — A. tang. o , haud tamen inde 

4 

conciudi potefti» fummam femper eiTe = !L^ quippe A» tang. o non tantum eft = Of 

' veruffl 

« 

» < 

(•) rerfuch titi^r ueneft Summatums ^ Metkode l uehfi audtm damii zufmrnenk&tgenden amitifiifcken Be^ 
merkuugen Bertin An^%- 8> pag 10 1 fqq. Methodus qua tutn vfus Aun, diffdrt ab ea, cuiua 
ope hoc loco fammaeiones generaliore& obtiuui ; ilia niminim nititur primo differentiarioiie feriei 
fnmmandae» dein4e integratione difiere&tiall^» ope fummatiools quarundam ferierum, cuiusmodi 
f« CV. I.. comintmoraiitar. 



QVORVM rAMKHrr^ SMCWnVU oXtAM UCOEM PROCEOrKT. fs 

yenim etiam = ^ k ir ^ denotante k qQemuis numernm integrum. Exlnde apparet» illa 
expreffione fummam indeterminatam relinquij quae per alteram demum determinatur ~ 
(2r— i)ir , ^^ ^^ ^^^^^ Cir—Qn _ *^ . Or— OjT, vnde numeruf indeterminatng 

•4 4 ♦ a 

]c _ z : et negatiue fumi debet Pro r = numero parifimiliter ratiocinari licet. 



2 

VJT 



3) Qoae ita pro cafa a— expofita funt, ad quemuis valorem quantitatia m pa- 

z 

. tent. Cum fit A. tang. i) =: H + kir, denotante H arcum miDimum» cui tangens h 

coinpetat , Arcus in prlori expreifioQe occurrens fc. A. t. { ' • cotang. « tt > eft 

U +« J 

iqnantitas indetermLQata, qutppe pro eo Arcum minimum baud femper accipi pofle iam^x 

(i) liquet : indeque ipfa fommae expreifio ambigna eft. Quam ambiguitatem altera tam 

•xprejfio tollit , in qaa arcus cc tt feparatas eft. Pro arcu nimirum , quem ea inuoluit, 

I ' fin. 2«ff I 
«A. tadg. { ' — )9 femper Arcus minimlirJtangantis »oci|aendas eft» et, fi taa- 

gena negatiua fit , Arcus negatiuus feu pro A. tang. — • h / — A. tang. h. 

4) Quod aifertum vt extra dubium ponatar» redeundum eft ad fummas §• CH. ex* 
hibitas » quae iam fupra (§. XXIV. XXVI. XXVIUO ex aliis prlncipiis funt demonftra- 
tae, vt pro iis quidem certum fit, Arcus nHQimos accimendes efie cf. §. XXIII. XXI.). 
Pro fommatione generaliore (§. CI. i.), (ad haoc edim omnis qnaeftlo reducitur) eft a= 

mf*(b^-{- )f cum pro ferie correfpondente fpeciaIiori(§. CII.)fit a=ry*(b-|- ) , 

^ 4 ' 4 

exiftente r numero integro. Vtrinsque nunc feriei comparatio inftituenda eft. Qoa&ti. 
tas b vtrique fit communisy fumaturque ea primo aifirmatiue; quantttas a pro ferie ge. 

iieraUore defignetur per A. Cum quantitas r^(b-|- — ^) a hibiio in infinicum crefcat, 

4 
crefcente f a o in infinitum: quicquid fit A, femper duo numeri integrl r et r-f"i ex- 

hiberi poiTunt, vt valorum iliis refpondentium quantitatis a, fc. a et z^, vno quantitas 

A maior, altero minor fit, feu A > a et < a^; vnde fimul erit m > r et < r -[- i. 

lam cum quantitate b eadem maneHte^ feriei Arcuom iinguli termini = A. taog. , 

XX + ll 

crefcant , crefcente a , erit fumma feriei generalioris , pro aiTumto A , > ~* 



% 



A. t. et <;ti:Z:2«.A.t«ig. -^ . hinc magls adhoO 1: 



rC'*+4b) ^ 2 ° r(Cr+i;*+4>»; 



<r 



K a — T' 



^tf DB PROClRESSXOinBVS XRCWfi CTRevr.ARIVM, 

^ i, et <i^l5L^« Quodfi nunc fumma effet = ^ + kir^— A. tang. :!!l! JL 

4 a :i aa * 



/in. mtf I 

j 

le ~ — cof. m jrj 



r nn. mi 



A» tang. l 2»w ^ 9 i. e. fi non Arcu8 minimi in fummae exprelTione acciperen^ 



tnr» fed additione demum vd fubtraftione multipli femicircumferentiae vera fomma prod* 
iret| tum, primo k afl5rmatiue fumto, fumma foret !> Hl 4" '"^ — IL feu > "^ • ; 



% 2 - % 



m* ^ jr . m* 



eft nimirum Arcu» fubtraftus A. tang < Z. ob — < x , et fl vel fin. m ir ne» 

2a 4 aa , ' 

(in. mir \ 

^tiuus bincque Arcua A. tang. {2«» l etiam fubtrahendufi effet, hic quo^ 

le »cokmjri 

iin. m ir 



gue Areua minor quadrante eft, iJb ^j^n < — < i# id quod fiicfle i 

m f 

. « - — cor. m 9 

telligitur, qulppe quod Hfin.m7r<" . tnv < ^111^ cof. mir < i, indeque — 

m* m* m m^ 



fin. mir 4" ^^ ni* <e ^^ (== i -}" ^^ -f" «^O^ Porro cum fit m > r, famma 



Ub magis adhuc foret >SLiL— , quod effe nequit, cum eam K^^l^t^ll prodire iam 
vidlmiw. Deinde fi k negatiue accipiatur, tum fumma foret <!!I^ — ir/u e. <2!lll!l!! 

a a 

hinc^ ob 9 < r^- 1 > magts adhuc fumma < ^^ '^* , quod rurfus effe nequit, cum 

i 

f Sitt, m fr 

fijmma fit >ir — !L. Ex his fatis perfpicitur, pro A. t. !!-. et A. t^^~;^ 

24' . 2a 



m 

— cof.mir 



Arcus minimos accipi debere, et pofteriorem arcum negatiue, fi tangens fuerit negatiua* 
5) Sumatur lam b negatiue, vel confideretur feries A. tang. !_4- A. t. * 

l — b 4 — b 

A. t. J. etc, et erit b ;=r -« pro ferie generaliori, pro fetie particulari 

9 — b 4 m* 

- k = 
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f a* 



fy ^ ~. — i. — .• Vtriqiie feriei commanig fit quat^titas a, b autem pix^ illa ferie defigne«i 



4 r* 



tnr per B. Cam crefceote .r quantitas b in infinitttm crefcat, femper duo numeri r, 
r-f- 1 afiumi poffuntf yt fit B > Ij etr.< bS indeque m >r et < r-j^ i. lam crefcente 

b ctmanente a finguU' Arcus = A. tajig. — ^ — crefcunt, quoniam tangentiumpofi- 

- - " XX b 

fiaarum maiorum AVcus etiam maiores funt, et pro tangentibus negatiuis A. tang. — h 
= ir — A. t. -^ h crefcit , decrefcente -|- h. Hinc fumma feriei generalis erit 

>- A.t.— et < \ —A. t.- ^ ^ magisque adhuc > ^ i et <^^ \ 

2 

f ■ fi». mir 

Quodfi nunc fumma poneretur = — + k^ — A» tang. J-A»t. i 2«« 



-! 



2a 3 2Si~ 2 1 

a "^ 2a 

m 
e — co-f, m » 

tom ea foret, pra + k, >1^4. «— f. feu > ^lll-et magis > ^*"*"^*; pro. 

»2 2 2 

— k fumma effet < !!!! ^ g^ fen < ."^ magisque igitur < ^'^'^ ■ * Vtrum- 

que autem contradiftionem inuolnereh 

6) Exinde apparet ^ fiue quantitas b fuerit affirmatiua fiue negatiua , in exprefllone 
fummae (§. CI i.) Arcus minimos intelligeridos effe; et, fi cum fin. mir tangens in 
negatinum abeat , fub A. tang. — h , — A. tang. h. Pofteriw autem interpretadio ne- 
quaquam de ipGs feriei jfummandae terminis obtinet, quippe hi ex regula iam fupra ftabi- 
lita affirmatiue, et tangentium cum b forte negatiuarum Arcus obtufi accipiendi funte 
Id enlm dc ferie particuiari ex fuperioribus conftat, indeque transfertur ad generalem» 
Quae omnia etiam de reliquis fummationibus (§• CI. a. J.) , quippe primae eorollarii«> 
V obferuanda effe manifeftum eft. 

Schotion a* 

§. CV. In extricandls difficultatibus , quarum expofitionem et refolutionem praece^ 
dens Scholion continet , occupatus , incidi in ah*am fblutionem problematts fundamenta* 
lis 8 (§• XCItl.), quae nititur refolutione fingnlorum feriei fummandae terminornm Ui 
feriefl^ infinitas, cuius quldem methodi aiio loco (^) compiuria exhibui ipeciminfty iBttd 
autem ji, quod iam tradam , tum nondum animaduerteraro. 



l) Eft nimirum terminus generalis feriei (§• XCIII.) A. tang, C — t — )--• — ^l- 
j^C — t — V^j.^ — ^^:)* ~ «^* ^^ prodit 'fumma feriei fea 



O tc» 



S. A. 



7S ^* nociidnfiQxinvs MxerfM, cnievxAmri^ 

S.A-W-^ = *S.-J_-.ils J +lls.C— ii_y+^tc. Eft 

xx + b xx + b 3 (xx+bV S ^xx + b^' T-'**'* «w- 

i + b~4 + b~9 + »> xx+b *b 

{ ^ > . — ^. C) Ex bac fumoia rcliquae funmuie fc S. — r-rr» S. 

^ a»rb^J arb /^' ^ U* + b)' (x*+by 



1 ^ t 



t 



.6 



# • . 



S. -_1. . . . ope differentiationis elicipoffuDt.<,Pofito enim: 

<x*+b)* 

i+b ' '^+h ^" 7+b • • • • "T^ xx+b "t" • • • — y^ 

eritf quantitatem b pro variabili habendo, 

(i+b^^^^C^ + b^^^^Cgf b)* • • •'^(xx+b)» T- • • — 



— f 

db 



^i.i I I II ^*y 



(i+b)' • (4 + by ' (9 + b)^ ' (xx + b)3 • ~ ' *db' 

■ t ' I ' I ^ I j.l!z 

O+b^^^^^^ + b)^"* (9 + b)* • * •"■ (xx + b)* T-* • — ^3 ^^i^ 

m — I 

' I 1" . • -L— r— - -L , , , _ + * 

^ . m , , ^.m ,,,^m ' i.n«» i.2.3.-«m — « m — i 

(l+b) (4+b) (9+b) (xx+b) db 

a) Quibus fummarum exprelTionibus fuppofitis^ prouenit S. A. tang. _ 

xx + b 
.y-_!L_11ij. _^_ ^y __ Jll_ £> + ctc 

i.a.3db* ' 1.2.3.4.5 db* i...7db'' 

Delignetur iam fummayi ceu a quantitate b pendens, per (p h, erit ex tlieoremate TayloriaM^ 
^(b+a) = y 4. ilZ J_ _!!£l 4. ^lfj- 4. '***y . + etc. 

db ~ i.2db» ~ i.2.3db» ~ i...4db* 

^(b-a)= y ~ llZ 4. Il^j. _ ^"lLy_ . '^''"y - etc. 

db ' i.adb* i.J.sdb» ~ t...4db* 

«cddendo: »Cb+a)+. (b-,) ^ ^ , ^^^l . »*i'y , «^""y •. etc. 

a i.idb^ ' i.».3.4db*~i...«db« 

et ponendo tr— x pro ,. »(b+.r-i)+»(b->r— t) _ y _J: J^J^ ^ 

a x.adb* 

* — ^ 4- etc. 9 vnde multiplicando per d a et integrando (qiianti-> 

i.a.3.4db* lw.6db« '*'* 

tate 

.(♦) cf. «vLERi Inlrodiia. T. I. Cap. IX. §. 183. 
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. tete b pro conftante babit») fit : a y — -ili!Z_ -4, **^*^ '_ _lL ilj 4. ete 
= 4 Cfda.(p(b4-ar — 1)4- fda.^(b— ar— i))» 

^ . . . . ; . . 

3) Hkic pro fatntna qnaefita haec obtinetur formula : 



S. A. tapg/_!_ = f fdi^.(p(b^ar — i) + lfd».<p(b— ar — t), 

vbi quid figno fbnaionali (p d^notetur, ex (x) conftat EftniimrumiP^b-f-ar — j) 

. 2*r(b+ar— O , 

a(b + ar — 1) ' 2»r(b+ar— 10 2r(b+ar— O 
lium vnnm tantum definiendam eft, ex quo altcrum fequitur permutando r — I cum 
— r — I. Eft autemfda,<p(b4.ar— 1) = — i f- ^^^^ + 

b+ar— » 

^ » ^ — -T — 5-^-4 . Cniu» integrali« yt pars fecanda inte- 

* r(b+ar-oG*'^^'+^^-'?-^0 BT p ^ 

grariqueat, ponatur e^^^^^^+^^ '^=u, eritque avr (•>+« 1^— ^ 

log, U, ^r— i.da _du j^ g^ yj^ _ 

r(b+ar— — tt • ' 

^ ^ du Ai + i\ i /^ ttdu du\ 

ar — I tt ^u — i-^ ~ tT — 4 «^u — I tt-^ 



N « 



= 7i:T('<>t-Ce*'^C^+"'"— ')-^0— 9rr(b+ar— o) 

pdlho, yti fopra^. XCni. r^b^-ar-^ i) == /S+a r — '• Eidem ratione prodit 
pro altero integralt f. da<p^(b — »f — i) pars cofrefponden» = 

r^JTi .0<>8-. '(« * "^ tSP— « r — ») — ,^ — ir((3--» r— J)) ? ▼triBsque fnmoja per 



a cbuifii eft = -r -•■•log. <■■ ■ ■ ii 



I 4e (^cofair« + r — t.6D.2ir«) — it 
log. . ■■■ <■ > — «'sr 

le (cof. a ^«i—. r— I . fii». aar*) — i. 



f av/S- * 1 

^ J e fin. « v<« I 

Atang. ^;^^ "^ p "*^' 



Prunae 



\ 



gO t>£ PRO(}RES5IOirXBV6 ARCVVM C^IRCVLARIVM^ 

Pnmae partes vtriosque integralis f davP(b'-|-a?^-— i)» f. da(p(l>'~ay*—- 1), di- 
tnidiatae et «dditae praebent — ^ 



wi.,/'cla' , da \ *, y.bda 
^ I. I rf . -L . J = — 1 f. 

>b+iir— 1 .' rb— ar — i^ . b^ + a* 



,; _^ » A f * 

xx+b . b 



— — § A. tang» , Hinc tandetn prodit fumma S. A. t. 

b 

-j- A. t. * — S — a«w, quae abit tn fummam fupra §. XCIII. inuentam 



1. 



iwfi 



coLttta 



-\ 



. a , ^ j fin. 2 iTfli } 

— i A. tang. -— "4* gr« -f-A.tang.^ f — ^, 

b . { 2 n,tj r \ 

ie — cor. inptj 

Problema IX. 
$. CVL Summare feriem infiDltam: 



quoniam eft quicuuque arcii^ 



A. tang. -|- A. t. 



a 



-f A. t. 



-f A.t:^ 






1 1 '< 



+ 



A. tang 1 4- A.t. '— L_l__ 4- A. t. * 4- etc. 

C4P+0*+>> Cfip — 0^+b' (6p + 0? + b '. 

Solutio. .' ' 

x) Produftum indefinitum (§. VH.) P (iJl^JllZlS eft ' • 

f . a if ar— t w , ar— I if , sr— i T^ 

_ l «+b M (^P— +b! l ^r2r.+ r)^+b' [ ^(4P— i)* + b) 



i -- 



a ^ 1 f ar— 1 

I— ~r — 1| I— '-^ 

i+b J l C^P— 0*+b 



ar-^ I ] 
— -rrr^ — ^ 



l . , 

i »+'» Ji op— o»+bjr (,p+o»+bj 

— l (7p— o»jl '2P+0* .1 V ♦?— o- J 

"— ■■ ^ — 



m 



* ar — I' 1 
• Up— O^ + bJ 



« 



(. +b-ar-o[. + ^"^! ^ + ^^! fl + 



b-^ar— 



. • . 



•=* ' 



0P-I>*JI ' (2p+I-)Ml ' (♦?--«)* J 

cuius valor reperitur ope Lemmatis (§. XCIL'3.),Xpofitgi y^^b-f.ay' — i) =s 

(/3+ r— I ir (^+ r— o» 



«M^ 



tn 



p+«r— x) = 



— 3 coH — + e 
m 



m.: ). — 



(/^^— r— I) 



B^&iQd< 



m 



— 2cof.— +« 
m 



I 



inerator 
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meratpr fit = 

^'«^"(cof. ![f4- r*--x-fin. !::!/— acor.l.+e . «^(cof. r!!— ; 



/8* 
111 



. fin. aL)} 



prodit famma ferlei Arcuam = A. tang. — ( §.. VIII. ) = 

M' ■ . ■ 

A.t. r -• j '•"• m^: i=A.t. r ""']""•■;;? 



f 



e + c 



m 



t l^ 



/8* 



) 



^ m p «« m ra 

m • . 



i«« ir I 
COf. — 2 COf, 1 
m mj 

a) Haec fummae exprefiio in aliam transformari poteft,.quae ob rationes io Scha* 
Bo r. §. CiV* expofitas praeferenda eft. Sobtrah^tur nimirum ab illa Arcas 11 ^ 



ir 



iin. 



«rn 



A. tang. H^, eritque differentla ==: 



cof. 



ir« 



m 



jc — 'ijfiii^ — cof — <#— I e + I 1 cof.— fin.— + 2 

i«v. l jmml •jmm 
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m •^ -^ 

e cof. — nn,— 

ro m 



^^^ 



i 2fin . ] ^ I ff ' f ^^^' ] 

A.t.l " 



a 



m 



cof — fin. — ^ — fin. ■ ■■ 
m ., . m m 

f • " '^ ^ - ; — '—^ ■ — ^ 



Quare fumma feriei etiam fic ex« 



e 



m nT ^ * . ^ *« , , ^**^ 

— a e cof. — cof. — -f" cof. 

m m m 



• ■ » < 



' a I a 
primi poteft: A. tang. — r— -f-A#t 

i + b (am — 0* + b 



"t" A • t. * 



(2m+ 0*+b 



-|- etc. pc 



¥« 



•- Kk \ 



. /»». 



i4- A. tang. -i 



ae - cof. — fin. - — — fin. — ~ 
m m m 



2fiw fin 

m m "^ ** . \. ^*««^ 

— 2 e cof. — cof. h cof. — 

m m m 

L 



^,iine = !L: 

m 



J 



+ A. 



8a 



DK PKOGBESSIOinBVS ARCVVM CrRCrLARIVM, 



Tj-A, t.^ /3 



fin. 



(* + i)r 



m 



fin. 



f,—.) 



1 



^+A.ti 



m 



m ^ C»+ 0« 
e — cof. 



« — cof. 



Vftloreg qnantitatnm 



et P ex aequatione ^(^4.8^— i) = l3-f«r— i definiendi, et fupra iam §. XCIII. 
aflignati funt. Si b negatiuum valorem habeat = — b, tum in fummae epcpreiSone (i 
et ^ inuicem permutari oportet (cf. §. XCVL). 



Corollarium i. 



^ 5- CVn. Series generalior A. t -^ -fA 1- « t ^ ^. « - 

^ '" + » (x-r)-+SS ^ (A + 0* + » 

* " + A.t. ^ J-A f ^ 4.A I. 3( 

(2X— >)^+» ' Ox+v)*+sbT . (3X— 0"+»^ UX+o*+» 
a I . , 9C .^ . . .. 



*+A.t. 
,+ A. t. 



+ A.t. 



--f- *** J^^f- ^^ priorem (§. CVI.) facile re- 



(4X — .)^ + » ' (4X + 0* + » 

ducitur: ponendo 2( = av* , 83 = bvS X ^ avm. Prolnde, pofito A = al, haec 
oritur 

Sammatip. 
A.tang.^-^ + A.t.« «^J-A.t. ?L_+A.^ " 

cof. ~ . fin. — — fin. — ^ 



ae 



.a/3ir 



I 



.: e . ^7e cof;--cof. ~ + cof. 1 

litCTls « et |3 ex aequatione r(a5+"2(r — i) = 0+« r'— i ileterminatifi. ' . ' 



Corotlarium 2. 



, $. CVHl. Ex hac njmmatione funiinae fupra innentae (S. XCIII. XCVII. ^ velnti 
«afu» particuiares deduci pofliwit. • , : • 



i) Pofito nimirum §. CVI, 2m = i, erlt cof. Jl=i, binc fumma abit in a«v 



m 



-|- A. t. 



2e 



fin. a 



•«fr 



10 — ae cof.2xfv + coC 4«ffJ 



- ""°-^'" L acc^+A.t. -«"•'-•C^^-cou.O 



Ve — cof.aawr^*- (^fin.a «ir^* 



=a«9r 
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= a«ir -}- a A.taog. 



fin. 2»9e 



2fiff 
e — ^ coi. 2 « ir 



Eft autem feries ipfa = A. td,ng. -Vt 



+ A.t.^+A.t. -i^+A.t.-J_4-A.t. «JL«+A,t-i_-4.etc. — A.t A. 

4- a r A. tang. — — 4- A. t — ? — 4- A. t. — ^ + etc. J , vnde fammatio eadem 
•>- i+b 4 + ^' 9 + b* y 

prodit, qoae $. XCIII. eft demooftrata. 

# _ 

a). Ponatur m = a, erit (§. CVL) cof. -!1 = o, hinc A. t. _?j^4- A, K - * 

m 1 + b 3* + b 



+^-^-;M^+«tc. = — 



A. t. 



lin. mw 



e + cof. .« ft 



f vti §. XCVn. inuentum eft. 



3) Pro aliis valoribus quantitatis m nouae obtihentur fummationes. E« g. jGit 
«1 = 4, erit cof. JL = cof. il = — cof. Jl = — i, hinc fit: 

m 3 3 

A.taog._!i_+A.t !_4-A.t ?— +A.t.-J?_+A. t.-:^4-A..t..-iL, 

l+b ^ 32+b * 4*+b s* + b^ 7^ 8* + b 

, ' j e^ • fin. -f «ir + fin. 4«irj 

+ etc. = 4«ir — A. tang. <-^ — ). Prom=3,pfodit 

U^'^*+e^^*'cof.|«»+cof.f«J 

ob coC — =:i', A.tang. -* 4-A.t. — _+A.t._?— 4-A.t_g U 

m i + b ' 5*+b 7* + b * ii* + b ^ 

A.tang._!l — 4-A.t._* 4-A.t._!l — + etc. z=z— + 

i3*+b ' i7* + b ' i9* + b 3 



1* 

s 



A. tang. ^ 



fin. — — fln. — 
3 3 S 



■•-^ 



2 3 T 



/ii 



uw 



e — • cof. — + cof. 



2 oiir 



; vbi numeri r, 7, 13, 19 ... et 5, 11, 17 . . , 
in ferie arithmetica differentiae 6 procedunt. 



Corotlarium a* 



fin. 



§. CIX. 1) Ponatur $. C VI. JIL = r 1= numero integro , erit fin. !L!! = o = 

m • m . 

^"' . Hinc eft A. tang. .4_.+A.t.--_±----+A. t._— JL_-^ 4- 



I +b' 



Om— i)*-irb 

L a 



(3m+0» +b 



A. t. 



«4 



DS FAOGRESSIONT9V-5 ASCWM CTRCVJJiXPnif 



A. t 



-f-A-t. 



a 



_.4-etc. zirTrr, dumfaerit b=:— ^ r*m* 

(4m + i)»-f-b 4r*m» 



(♦ra— i;^ + b 

Quae fummatio binas fupra $. XXIV. XXVI. inuentas tanquam corollaria pro m = j et 

m — ^ compleftitAr. 

< • 

a) Pofito JL -_ !iL=i 



aliae fummationes iis, quae $. CIV. demonftratae funt^ 



m 



Jtf flV ■ S^ ^0 ^M Jtf ^^P 

analogae reperiuntur, ob fin. — + i , cof. = 0, fin. = 0/ cof. 



m 



2 N ir 
m 



2*m 



m 



■+" A» t» 



= — !• Eft nimirum : A. t. _L_ 4- A. t 1 

i+b <2m — i)* + b ' (2m-|.i)^+b 

a ... a -1- etc. = C^^—Q^ + 



+ 



♦ A. t. -r^ 



(4m — i)*+b 



-^-A.t. 



C4m + i)*+b 



A. tang. j 



26 



(2k — i)mm . * 



• cdf. 



m 



iJ«^ 



^.i P-^b-j^^^— 



(2k— 0»m» 



(sk — x) mm 



PROBI.EMA X» 
5. CX. Summare feriem infinitam : 



a 



a 



a 



A. t. — ■»— A.t. |-A.t, A. t l-A.t. — . . . + A.tanev— — — ^ X etc. 

r 3 ' 5 '7 9 ax— I ^ 

Solutio. 
Coniunftis terminis feriei primo et fecundo, et reliquorum binis fibi inuicem pro-^ 
zimis, ea in aliam transformatur, cuius terminus x^^^ (00 ferierum i, 5, 9 . . • ; 
et 3, 7, II . • . terminos x*^^. = 4X — 3 ; 4X — i) reperitur — A. tang. — 1^ 

4x — 3 

= A. t. ~ . . • Oiius Terlei 



-A.t. 



=A.t. 



3a 



4x— I 



16 X* — 16 X + 3 + a* 



2 j-a 



transformatae : A. tang. 



a:2 



«+ 



a» — r 



—-f A. L 



a:3 



9 + 



a» — i 



(ax — 1)^ + 



-|-A.t. 



a: 2 



^5 + 



a^— i 



-f- etc. €X 



§.CL d, poiito loco a, — , et m— 1 , prodit fumma — JL 

.3 4 

A.tang. \^—J^ • Inde haec obtinetar 

4 



A.t. — = 

an 

e — 



S}ltD« 



L. 



QVORVM- TAHQKirFBS SECW0VM' SATAM ZEGJBM TROCJECDVNT* SS 

Spmmatio. 
A.tang. A.t hA. t. A.t. l-A, t. etc. =:A.t. l e — J 



*=A.tang 



r n% 



fr « 



>e + I 



Scholionm^ 

^. CXL Eadem fummatio etiam ope difTerentlationis et integrationis demonftrari 
poteft*. Dlfferentiando nimirum feriem (§. CX.)» ctiius famma fil = S» fpeftata qoan- 

titate a cea variabili» obtinetur d S =: d a ( — \ ? — . J ? 1— 4- etc. 1 » 

Ni+a* 9 + a*~a5+a* 49 + ^*"^ 



« 3 *, J 



Eft autem . ■ — > ; ■ ^ 4- — , — r — etc.=: y «» ' »»\> vti ex ferie 

i + a* 9 + a* ' 25 + a* ^f — — — \ 



• • ^ nm^ 



pro fecante (») facile derioatur. Hinc fit dS = '^'•° = ■ .''^" -^ , inde- 



2 



> a\e +iy i+Ve ^J 



wm 



a.a a.. a x*'r 

etc. m mf. 



ijtie S =: A. tang. e — -|* C| %'bi ex cafu a — o et S = o, C prodit = — A» tang^ i 

^ n 

4 Problema XL 

$. CXII. Summare ferlem infinitam: 

A. tang. A. t. \^ A. t. , A. t. — ^^ [- A. t. — ~- 

*• I 2m: — l • 2m + i . 4m — 1 * ^m + x 

Solutio. 

Seriei fummandae conHlnAis duobus terminis fibi inuicem proximis , excepto pri* 

mo, otitur feries, cnius terminns generalis feu x^''* eft z=: 

(a a^N ^ -aa «:3m* 
A. t. ^-T-A. t. -7rj= — A.t — r-^ = — A*t. 1— ^ 
2mx — S . a-mx*!-^ ' 4m*x^— i+a* x* + i*7lJ 

4m* 

cuiusque 
(♦) L. xvux Iuftitntiones eafcuK dlBereiitialU. PteropoB 1755, P. H. Cap. VIII, $. ais. pag. 54^. 
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OB PROQHESSlOmnwS AaCviTK CIKCTLAmiVMf 



• t 



cuiusque fumina ex §• CL i. (poCto ibi JL. loco a, et — loco m^) prodit 



2in 



m 



filL 



2ia 



A«t 



. — + A,t.— 



- 1 



J 



ferlei in problcmate propofitae fiimnui = A. t. a -|- A. t — 



t* Hinc erit^ addito termiao pfimo A. t. -L 

e — cof. I 



Hn. , 



A.L 



m 



a 



zin 



a<r 



fb. — 
w(n\ — 1> . I m 

A.t. 



ro 



zm 



mn 



Eadem fumma fic exprimi poteft: 



— «of.-— 
~ m 



i" 



— con — ' 

m 



a« 
m 



A. tang. J e — I . cotang 




a n 

C + I 



Prior autem exprefilo praeferenda eft (cf. §. CIV.). 



Scholion* 

§. CXIIT. Seriea praecedens etiam methodo §. CXI.'adhibita fammari poteft. Dif- 
ferentiando obtinetur d S = 

Y a (am — i) , ^ (^w + i) (^m — Q (^m^-i) \ 

^ * \T+?' (am— 0*+a» "• O m+ 0* + ** (^m— 0*+** "»" (+m + 0*+ a» ^ ^^* 



Eft autem 

i + a* Om—0*+a* "'(*'»+ 0* + a* ^ ~ 



.-,. fin. <~ 
m m 



•^■•i 



a<r air 



m . m 

e +e 



(*X 



2 COf. 



m^ 



Hinc fit dS = — fin. — * 

m m air 



da 



a9r 



V Ad qnam formnlam integran* 



m m ^ * 

• + • — 2 cof. — 

m 



^am 



(*) Haec fammatlo fponte leqnitur ex ea, qaam L c. p. $6. i.XSl.%. denoollfaui , pofito illic ioc» 



X, ~, et pro fc, — ^y— 1. 
m m 
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ni 



«Cfff 

^ m 



fin. JL. dtt 



m 



dam ponatQr e " =ii> critque Ja . — e = d u, vnde dS — 

u* — 2 u cof. _ + 1 



m 



fin 



*" •" , et, fumendointcgralia, S = A.t ^ 



prfWMte 



-|«Conft. 



(• -"'• V' + C-f)' 



fip. 



I— eof.^ 



Ad definiendamConjftantempofito a = o, habetur q — x, liinc S=: o s A. t. 



m 



•*r 



fiO' 'SL 



m 



+ C= -l+Ci C=: 



am 



• Qoarc crit S :=: 



g(m— i) 



2 m 



A« t 



am 



fiti.^ 
m 



am 



•t"A« V. 



— cof.**' 
m 



fin...^ 
m 



m 



e — cof.' 



m 



Corottarium x. 
§. CXIV. Summatio feriei: 



A. tang»J- — A. t 



-|-A,.t^ 



A.t. 



-f A.t. 



ctc. 



facile ex praecedcntibiis derioatiir , pofito i loco a, -L loco m. Eft nimirum fiimma 



A. tang^ 



le'_t «»,— *0 — ») -^ J i 1 

{ ' ; - J .cot.— } = p^— A.tMig.{ ,,. ^. 



I 



e + « . 
ebtinetar, po&to al I<i«o a, vl loco »: 



— •cof,~ 



Eadem ntlone 



^tang.-L4.Art.--i— -fA.t.-JL-4.A.4.-Jl — J^A.t.— 1_ + eto, 
j »— a »+a ' »•— -4 »+4 



= A. 
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DlB PROSRESSXOHIBVS ARCVTM CnidVxABXW« 



= A.t. { . 



.1 



cot. — > — -— — ■ — A. t '- > > E. g. pro»=l — r. 



U*'- +1 



M 



U Cof fKj 



fit ex prifiri ferie : A. t. 



a 



1 — I 



i + I 31 — 1 



A» t. ■ ■ .--■ ■■ •T" A^ t« ■ II -^ 



3l+» 



51— .1 



f 



fin 

I 



etc. = — -T" A. tang. { , ^ 

l 



L 



Corollarium z» 
§. CXV. i) A ferie dupla : 
a (ji. t. 



a 



a — A. t ^ — +A.t ? — — •A.t i-^+A.t 1 

4m — I 4m+i 8m — x Sm+i 

fubtrahatur feries * 



etc. 



) 



■ . ■ 



2m 



2m 



A. tang. a — A. t. 4" A. t. 

remanebitque feries 
A. t. a -f-A. t. 



A.t 



4m — I 



4-A. t 



4m -{- I 



etc. f 



— • '■ ' /i. t -■■ ' -■» **-^ A. L. . -■ '■■> "T^ A. r» ■ ■ t I "T^A.t. ^ II. 

3m— «I 2m+i 4m — i -401+1 6ml — i 



•— etc. quae cum proxim^ praecedente feu fecunda terminos coifimuDes , at figna non 
altemantia, fed duobus iignis affirmatiuis duo negatiua fuccede^tia habet. Seriei primae 



fumma ex §. CXII, pofito a m loco m, prodit = — ^ . A. t. \ 



fiu. 



2 m 



•4m 



Hinc erit fumma tertiae fpriei ex fubtfaftione genitae' — 



a* • 

« 

% m 



>• 



-^-cof. 



an^ 



fiii. 



irCam — 



2 m 



aA.t 



am 



f 



a T 

2m ' * 
f — cof, — 
; '2mj 



A 



(m— O 
2m 



4- A. t 



iin. 



m 



(in. 



m 



A. t. { 



a 9r 



i— A.t.^ 



fin. 



2m 



I 



• a^ 

r l niJ 

l 



-!.. 






f 



amj 



atr 



^ (cf. §. xcvm I.) = 



— ^ 

e , .ifcof,— 
2nij 



• » • 



' ^\ 



-<.- < 



A. 
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A. tang. .' 



301 



26 



ilQ. 



2m 



m 
a 



= A. t. i 



m 
e — r 

I 



36 






^ Quare iam ha^ deniQnftrata 
eft fummatio: 



fin. 



3ni 



A. t. « + A. t. -^-— A. t. -L^— A. t. — L_4. A. t. -JL — \.A. t. -JL-. 

• 201-^1 am+i 4m— .1 4°^+^ 6m-— i 

a»r I - 

« 1 

' -« I 

— ^V . Ita igitot affigoata «ft fiiBuna biaaraiB ferientni : 



etc. 



r= A. tang. , 



a V 
2m 



26 

a 



fln. 



2m . 



A. tang. a — A. t 1 LA.t. — ^- A^t. ^ ^- + «tc.' 

2m+i* 4mrri 6m+i • 



ct A. tang. 



A.t 



2m 



a , a 

■ ■ ■+ A. t. 

4m — I ' 6m — t 



etc in inf. 



qnarnm neotra feoriim fammari potefl*. Simili ratione Probl. IL (§. CXII.) exhibet dif- 
ferentiam binarum ferieram ^ per fe haud fummabiiiam. 

a) Exempti gratia pro m = 2 ex §. CXII. confeqnitnr funamatio $. CX ; eftque 

ctiam: A.t. a4-A.t..i- — A.t.-l — A^t— -|-A.t l.-{-A.t. *L — etc, 

3 5 7 9 ji 

• a* 1 

a 1 . 

= A. tang. ^ —-)• Pro m =: 1 habetur: 

a, j 



A. t. a 



A.t. £4-A.t-L—A.t.i4-A.t.JL— A.'t.± + etc, 
* 4 5 7 8 

f r, 1 

A. tang. \ -^" 



L 



2 a *r 



f 



+ I 



A. tang. a -f- A. tang. —^ — A. t. — — -A.t. -1-|-A. t.^ -^A. t. -1 

a 4 y ' 7 8 

M 



etc. 



=rA. 



90 
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— A. tang. S )• 

ar 



Pro m — 3 eft 



A. tang. a — A 



f 

A. tang. { 



. t. f-A. t. — — A.t — '4-A. t. A. t— - 4- etc. 

-j ' 7 «» 13 15 * 



JCl 

3 



-l 



U e " 1 J 

*& a a a a 

A*t»ne. k 4* A.t; — — A*t. — -~A*tr — -^A.t. — 4»A.t. — 

* 5 7 II * ij ' 15 



etc. 



=A.tang. 



{'11 

je — 1 



■ 



\j I 

Corottarium 3. 
5* CXVi. Series (§. CXV. z. ) fumsiata additlone binomm terminomm fibi inal* 
cem proximorum in aliam transformatnr , cnius terminus generalis feu x^"^ eft 

= + ( A. t. -7 — — 4-A.t. 7 = ±A.t. -— -r ^ r^ r 

^ 2Qx— i)m-J-i ' 2xm — i-^ 4m*x* — i— 2m(2xm— 1) — a* 

-• Exinde haec oritur fummatio \ 



= ± A. t. 



(2x— 0*— (m — i)» — 



A.t. 



sam. I 



1 2 . m*— (m — i)» — a* 



etc. =:A.tang.< 



m 



-A.t 



2am.3 



sam^.^ 






■<•.■ 



1 



2m 



} . ^entpti gratia pro m rr a » eft : 



2e 



fin. 



2m. 



A.t 



A.£ 



J» 



(11 ] 

^ ' * ^ ^ ^^ 
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* Corottariut^ 4. 

$• CXVTI. x) Hioc derfuari poteft racaniatio feriei, cqius tennious genertlis eft 
^. + A. taog. J^HLZZJzL^ « Comparatio huius feriei cum tnodo fummata praebet: 

f — — , g = — . Indefitg— .-- = \^— — -^ , feui — 

r'(g — —Ji — = i — rCg ); quarefin.-^=:Cof.r~r(g — — )j 

V 4^ni ^ 4^ ,am ^a^ 4 

jjQf^ _, Quibus fuppofitis §. CXVL haec obtinetur fumfoatio: 

.iv_ 1 

A. tang. — A. t. 1- A. t A. t |-etc. = A. t. )-^^ ^'—7 

I — E 9 — « «5— g 49— ff * 



4 irFj 

1 c cof. — 



pofitoF= r(4g — f*)- 

a) Sj 4 g < f ^ ^ tum qoantitaa F fit imaginarla. Sit Igitur pro hoc cafu F = 
|^(f » — 4g)^ vel loco F {t) ponatur Fr* — ' > eritque cof. ('lElIJIIi^ = 

irF <rF f ^ 



*+. * 



.. Qoafe {bmina (x) «bit in: A> tang. ^ 



ir(F+0 »(P— O 



Lt Ct,.-t)J 



s A. t. e — A. t. e • Summationi igitnr (i) haec adiungenda eft: 

f of r f "^ f I 

A.tang. — -A.t |-A.t A.t— -^ + etc. 

« — 8 9 — 8 25 — c 49 — a 

srA.tang.Ve J — A. t\e y , pofito r=r(f* — 4g). Quam 

adhibere oportet, fi f * ^'4S> ^^^ ettam fi g nc^tiuum valorem habceat 

Problsma XIL 
$. CXVTll. Summare feriem infinitam: 

•A. tang. -7-^ + A, t. ^•j:j:^+ A. t. — - + «tc 4. A, t Ty^ + . , , in bf. 

M a Sola- 



, Solutio. 

i) Produftum indefinitum (§. Vn.)P p + t^r— iV^ _ p /^x^+b + ar— t\ . 
quod , pofito b + a T" — i = — (95 -|. 5( y- _ i)4 ^ abit in 

Vx*— (35— a<r— i)^)(x»+C» -8tr— 0*y 

valor hulns i^rodufti reperitUF = 

(g,yr-0.Ce-<^+^^'-'^-.-"-^^+^^--^).(i8r-»+«). 

<»+iKr-i).Ce-^«-'^^-'^-.-'^*-^^— Oa-»r-o. 

(^.rCf— »r— o_^— »(3i— »r— 0) 
(8i+SBr— 0- — «(3i + ajr— o^* 



(••< 



) 



d) ProdnAo itaqne ad formam CoroU. 2. §. VIIL reuocato, eiusque numeratore biH 
bente quatuor faftores , prodit fumma feriei = 

A.tang. — 4.A.t. 



Mi • M" "^^* *• Mi" ^"^' ^* Miv — ^- *• /~ s +A. *:• "S- + 



A« tang. 



(n» _.»>) ^^ +^- ^•''^- ?V8i -irSi^ ^^ 

Ve — e ^J cof.Slir V^e — e y cof. » 

3f . . Ce*'® 



93 «r 



a 



A.tang. — — A. t. 'j- • + A. t. ^ ^ 



8 « 



(. 



Jtil. tang. tif w — A. t j! — -i4l . tang. iB.TT 



fin. 2*91 



+'^-«'^+"'(7^^z::z^) 



iin'^<r93 






3) (iuod iam ad qnantitates2(eti8attinet eae ex aeqtkatione: 'f(— •''—-» l^— 'l) 
= 95+2Cr— I O) definiendae funt. Eil igitur ?8*— '^»4-a^95r— i = 

r(— b—ar— i) = r— i.r(b+ar— 1)= r— i- (0+«r--i) = 

~ «-|-|3r'~* z» vbi quanCltates ee et ^ ex $. XCIII. 3. cognitae funt^ Inde prodit 
g5*_2C* = — «, a^a =0, feo t»» = I^C^^ + ^^^^.-^-"^ g3»_T^(^'+f )-—♦. 

porroeftaA.tang.^=A.t — i*®- = A.t.Z, eta A.t. ® _J1 = — A.t. Jl _ 

Sll 91* B\a ^ M "^ • * "^ 



9( 



a*— B^ 



^ A.t. JL ($• XCini 3.), ' QfijbM cdmbiDatla fQlutibnem problemiiti^ fequeqs com< 
b 



' pIe£tittHr 



SointB»» 



QVORVM TANGKNT£S SECVmV^ DATAV XJXrSM PROCEDVNT. .^ 

Snmmatio. 
A.taiig. _!L.4-A.t.--l-.-j-A.t.-lf_4-. . . 4.A.t.^_ -f-mirjf; j 

i + b a^ + b 3^ + b x^+ b 

= w(5(~a3) — i A. tang. — +A.t. /^ -\ -^ 

V^e^'* — cof.2ir2iy 
. ^ fin. air® ^4 

°^ i ini — ^ " i^ ^^^^ r(— b— ar-^0 = a5+2(r--i. f« 

^,. rf^^+-*)+« ^^ r(/s^+x»)— « r(b»+a*)+b r( b^+«')— b 
5(»_. , 58*= ; P*=: , «*= — . 

a ... ^ * 3 

Coroltarium i» 
§. CXIX. Affamto, vti §. XCIV, aDguIo -v^ cuius tangens = -1, quantkates 3( 

b 

ct 98 fimpliciorcm formam induunt. Eft nimirum « = (a*^-f-b*)' iin. ZL , |3 = 

2 

vWe 2f = (a*+b-)^cof. (— ), 95 = (a^+bO^fin. (iZlf), 5( — » = 
^(a*4-b*)^ fin. A . fin. JL = (a* +b*)' t = (a» +b*)"« fin. JL . r a. 

fra. _ 
4 

Corottarium 2. 
. $. CXX. Slb aegatiaom valorem habeat, fea terminas generalls ferlei fammaD^ 



a 



•dae ponator = A. t. , tam ^ $t et permatari inaicem oportet ($. XCVI.), eritqae 

X* — b 



«A. tang. .S = A. t. JL=: iA.t.-i. Hinc famma prodit = w(Q( — 95— i) + 
81 /8 b 

i.A.tang. JL + A; t. / fl2:i2 ^—A.t/- till^ :_N, vbiiam 

eft 2r* = Il£!il!2i'', aS» = 2ll!l±!!2z:£ , valoribus t«v « et P iisdem m». 

2 t - 

Acntibus; yel etiam eft, pofito, ob tangentem negatiuam, qr — \Lloco\b, 2( = 

— b 

(a* + b* )* cof. i. , 93 = (a* +b*)^ fin. i , cxiftente ^, vti afttea — A. t. i- . 
'4 4 , b 

Corot* 



_i j 



94 M nooxEsnoniBvs AncnrM cxRCTLARtrBi^ 

Coroitarium 3. 
5. CXXr. Pofito $. CXVIII. b=:^o erit /3* =— = a* ; 3==«==^ ~;hitic 

2 a 

^ JL VriiHiV . Ex §. CIX. ob A. t. i _ JL hae quantitates etiam fic exprimi 

poffunt: 2f = «^ cof. ~, 95r=:a* fiiu — • I^de pofito a=k**, haec obtinetur fua- 

matio : A. t. — -f ^- ^' — + ^. t. —4. A. t. _-f . . . + A. t — ^- etc. 

i* a* 3^ 4* X* 

f fin. f^3*kcof. JL^ 1 

- f k-i] . a . t ^ ^^ i 

_ — I '^— n+A.t.j . ■ i 



' W-r j 



2irk fin. ^ 

8 



— oof. ^a ir k cof. — j\ 

ffin. Airkfin.,JL^ 
- 



2»kcof. JIL 
8 



^ ^ I • Eftautcm cof. -l=:rr— — \ 



\| 

° Cof o//ari«|{i 4. 

S.CXXII. Ex aequatione (S.CXVIII. i.): ^b— ar — 1 =^(S&'\-%ir—ry 
=95*— 6 5('»*+5(*4.(4«8»2(— 4»5f')r— ifcquitur: «=4«5C («*—«»), 
"fe = 62(*»*— '^*— 93* = 45(*85»— (^*~»0*. Ponatnriam 45(95=r, erit 

b ~ — • Hac litera r introdufta quantitates ^ et 18 ex aequationibu^: 

4 r* 

4^55 =r, et %^ — 95* = iL definiuntur. Affumta igitur aeqnatioDe ifta inter 

r 

beta, bz=^ — (aequationi §. CI. analoga) fummatio §. C?^VIII. ad aliam for* 

mam reuocari poteft. Quo iam bini Arcus pofteriores in expreffione fummae feo 

fin. 2 «31 fin. 2ir99 

A. tang. « — ^ct A.tang. -~5j euanefcant» a^ etafB no« 

meris 
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tneris intrgris tcqiiafi dpbent. * Hinc primo f = 25f • 2^ nnnrero integro acqnetur 
necelTe eft. Pofilo ^ = — , 95 r=: — , erit a = lllfli:-!!?. Quare baec obti- 



2 2 4. 

M t M ^ a lA. a i.~iii^. a 



netur fummatio : A. ttng. -^ A, t. • -|- A. t, -|- etc. -{- A. t. -^. JL 

i+b 2^ + b 3* + b x* + b 



2*2 «a 



e'c, == Jl(» — t— i) -|- a A. t. — , dum fuerit j) b=f — - , a) « » 

2 s 4 a*t* '^ 

*^^'^ — L, denotantibus 8 et t Dumeros integros. 

4 

Scholion, 
§. CXXlir. . Smnmatio §. XCVHT. etiam pcr Tefolutionem temini geaeralitf iB 

a F ' 
Arcas fimpliciores inueftigari ppteft. Slt nimirum A. tan^. :=:A.t. 4- 

x^ + b x^+G ' 

A. tang. ^—= A. t. ( (^^^Qx^ + ^g+fG - \ ^ jjjo^ quatuor obtinentur aequa. 

x^ + g ^x-^+CG + g^^x^ + Gg— Ff^ 

tiones: i)F + f = o; 2)Fg-f-fG=a; 3)G4-g = o; 4) Gg — Ff = b. Vn^ 
de prodit f= — F; g = — G; — 2FG =a; F* — G*:= b. Ob — 2FG=* 
quantitatum F et Q vna F affirmatiue, altera G negatiue = — g accipi debet, vt ba- 
beatur 2 Pg = a, F* — g* = b. Exinde apparet , quantitates F et g cum fupra in- 

nentis 3 et a {%. XCIH. XCVIIL) confeijtire, effeque F* =3* =l£!±i!ffi, 
g*=»* = — i— itUlZL. Ez quibus valoribus prodit A. tang. — — = A.t. 



x*+b 

'-^A.t. — t . Quare/eries fummandii in duas difpefcitur» qtiae ex Probl. VlIL 

x*+« 

(5. Xail et XCVI.) fummabiles funt. Reperltur itaque S. A. tang. _V- =: 

x* + b 

5. A. t..J_ — S.A.t^_=rwr3(— 4)+iA.t.:i-fA.t(' — !l!l:iz2! ) 

e — cou2>r*0 

4- i A. tang. — — A. t. 1 . 1, pouto 21* = ^-^ 

SB* = !!l£!db!lz;^ . Quaefumma cnm fupra ($. CXVIIL) inuenta confpirat, ob 

2 

2 • "^ fi /8*— •* b 



PRO-' 



p($ OS PBOGRESSIONIBVfl AMCWU CIRCVLARiy»^ 

Problema XIIL 
§. CXXIV". Snmtnare feriem infinitam : 



A t — — 4-A.t 1 +A.t. 



(2m + 0*+b 



4-A.t 



(4m— )* + b 



+ 



A. tang. 1 , 4- etcw 



Solutio. 

Ex refolutione in praccedenti Scholio ( §. CXXIII.) tradifa habetur A. t. 

« 

B 



=r A.t. 



^2mx;i^ i/*— "'^ 



A.t t—, vbi eft p»^rrb»+,^)+b^ ^, ^ 



rfb» + a») — b 



. Hinc feries in duas difpefcitur, quarum fummatio Probl. IX. (§. CVI*} 



expofita eft. Quare iilius fumma prodit =:: 



m 



(.^•--»)4- + ^-*-^ 



ae 



ft 31* 2 91« 

cof. — fin — — fin. 

m m 111 



A. t 




', pofito» vti fupra^ 



\ 



— a e cof. — - cof. — - + cof. — 

m m ni 



%- :=:XlSLt21l, %»^r(^'+''')— . fea2{=(a*+b>)i coC ('^), 



fin i. 



« = (a»-f b*)^fin. C^^)'» ?(— 95 = (a*+b^)^ 1, fumto angolo -^j = 



A. tang. — . ^ 

.-b * 

Corotlarium r- 
§• CXXV« Polito m =; 2 > ob cof. JL = o , ex praecedente Iiaec dedqcltur fuiR-» 

m 

matio : A. tang. 
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A. t. JL- 4- A. t. _f_ 4. A. t — ^ l-etc. + A. t. , ' + in inf. 

^•®"+cof. r»>' ^/^• + cof.83.-' 

Coroltarinm . 2. 
$. CXXVI. A cuius feriei daplo fabtraaa ferie 5. CXVIII. prodit reliqtMe ferid 
fumma = — a A. t. (^-_£lll__^ + a A. t. /" ^«"^' \ 

+ iA.t. -1 - A. t. r ""»'V ^+A.t./' S2l!±L— ^, lodefiH 

^ redaStione vti §• XCIX. haec obtinetur 

Summatio., 

A. tang. _!_ — A. t. _i_+A. t. — *. . — A. t. — J-etc. + A. t. -J — t- 

i + b »*+b • 3*+b f*+b ' x'» + b + '** 

=:lA.t.±+A.t.}'^'^'^"'-^-\— A.t.^'^. *""-^^' L 

Problema XIV. 
$. CXXVIL Summare feriem iufinitam : 

A. tang. JL — A. t. iL+ A. t JL — A. t. iL 4- . . . + A. t. L^^ X etc. 

Solutio. 

a A*..« IA4. /5 



i) Ponatnr A. t. _: =iA.t. j_l_-f-A. t._^ 4-A.t. 

C2X \y 2X 1 2X I 2X 



A. tang. M£liilZ.ll+ A. t._l_= A. t. ( («+>^ +y)C«x~0'-->^. ' \ 

(tix — O' — ^^ ax — I NCax— O^ — («3+«y + ^y)Cax — i/' 

tumprodeterminandisa/{3,7 tres habenturaeqaationes: a-|-j3-|-7 = o; — «37 = aj 
«34***7"t*^7 = ^' ^^°^ erunt «, |3, 7 radices aequationis cubicae: u^4- a — 

(u — «) (u — 3) (u— 7) z=z o.^ Quare erlt « = — r^ zzz — A; /3 — 
A + A r— 3 , ^_A — Ar — 3 

2 2 - • 

r 

a) Rcfoluta itaque ferie in tres feries, adhibito Probl. X. ($. CX.) .prcdit illius 
X fumma = A. t. e a + A. t. e "T*— * A. t e ~ — — 

4 a 4 

N — A. 



-« 
I 
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A. t, e a -|- 



9f/i 

2 



-•zl 



J\» V« V«MOTH« 



+ e 



irA 

2 



^ = — — A.te» + 



irA 

4 



A. t. 



c 



,1 I — e 
jrAlT — 3 trAr — 3 



+ e 



) 



ir A 

2b 



«r 
4 



«A 
A.t. e~ -j-. 



ir 



I — e 
frA 

— A. t. ^ ^ ^^^' ^ . Inde haec iam inuenta eft . 

trA 
e — K 

Snmmatio. 

y^> y^J A' A' 

A. t— — A.t. — +A.t. — — etc» + A.t. j + 

irA 



irA 

♦ • • ziz ■"" "' " A. t. e 
4 * 



■■t* A. *• 



1 



V 



>2e 



4 /^^rArsN 



C^rotlarium i. 



§. CXXVIIT« Alia refolntio termlni generalis eandem fummationem praebet Eft 



nimimm A. tang. 



.=z=A.t. 



(2X — OA 



A.t._^ 

2X 



(2x— O^ (ax— O» — A* 

qnas ita feries fummanda difpefcitnr» primae fumma ex $« CXVII. prodit :r: 

■ ■■ Sy alterins fnmma ex §. CX. = A. tang. e ^ 



Serierum , in 



A. tang. < 



4 frArs 
2 e cof. 



Vnde 



l 4 J V 

fummae expreifio prius innenta (§• CXXVII.} confirmatnr. Qnae etiam iic exhiberi 

poteft : 
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•A T /"«ArsNl 

A» 9- "T* j2e cof. V ' V i 

poteft: S. + A. tang. — 1- — 3=—— A, t e * — A. t. \ -L-L-«.f . 



l 



e — I 



I^aec pofterior expreffio tam adhibenda eft , cam cof. CZ^lIj negatittom valorem 
babeat, ac pro A« tang. — h ppnendum — A. t, h. 

Corottarium a« 

§. CXXIX» 1) Sit A^s =: a(ak — i), denotante ak — r qnemnis nimie- 

nim imparem , tum cof. Jl euanefcet, Inde baec obtinetur Summatio : 

4 

A,tang. — — A.t — 4-A.t.— -.A.t, — -f etc ± A,t. ^^^_^yj + ... ^ 

3* A * V ^3 J r r u 8(2k— O^ 
— A. t. ^e ^ » fi fuerlt a = . 

fl) Pofito A 1^3 — 4 r , denotante r quemuis numeoim integrum^ erit cof. C^ j 

^ 4 "^ 

^ cof. ir r =: 4. i* Inde haec nafcitur Summatio: 

A. tang. — — A. t— -4- A.t. — — A. t — 4- . . . + A. t ; rr jl etc 

'^ l^ 3' ' 5^ 73 ■ (3X— i)^ ^ 

=~4-A. t — — + a A. t , po&to a = , et fumto in fumma fisQo fupe- 

4 ' ajfr — nr '^ ^ 3^3 * ^ 



rz rs 

.e e 



riorjipro impari f , contra in&riori. 

* Sckotion. 

§. CXXX. Series Problematis XIV. etiam per dilTerentiationem et integrationem, 
methodo §. CXI. CXIIL adhibjta , fummari poteft. 

i) Sit: A. t^g. a — A. t iL ^A. t -^ — • etc. =: y, erit dy = 

^ r ' ^^ 1 J'^ ^^ (2x— »V ^ N ^ _ . 
dal - , r-r— r + ■■ ■ , ^ — • • • 31 :^ ^^ , ^ H > Quare feries m 

i a dufta fummanda eft. Pofito (a x — i)* = u, a = A^, eft ^^""^'^ - ^ 

^ ■ Ox--0<^+a^ 

N a (ax — i) 



lOtf DB PROGRKSfTOWIBVfl AHCWM «SlHtJvtART^^M^ 
f V « Qx— Q /^ t , 



V --3 • 3 ^ 

J^ > — ^ ■ ■■ , famto P=cof. — — r"'— ^ fi^' — > 7 

U — A* (^cof. JL— r— I . fin. ^^ 



3 3 

cof. [- >^ — i.fin. — . Hinc erit dy = 

Sumaiae,-quashocdi£fereatiale intioluit, ex$. CXI. inadtefcont. Eftnitnirtim 
2 + ^''"•'^ _ — . Hinc fit dy = 



3 

f • #r 

dA 



\e * + e * y 



f_i — 1- + - ^— + 

{ «A ^.•'A^ ' ^«Ar— y _ »Ar — r< 

I a\e +• -/ aV. +e -^ 



• 




a) Tria differentialia ita inuento integrantnr ope formulae : / 



— A. tang. e^. Quare eft y = 

«A frA-r— y *Ar—li 

A. tang. eT^ ^—.A.t. e » +- — -.A.te » -f" ^®*'** 

g^ cof. — r — i.nn 

Eft autem 7 = 1., hinc _!- = -f— = . ^ ^ =— i; eodem 

/3 r— y T"— I "'^~* 

"modo— ^ = i; porro f-— V^cof.^- T— i — fin, -^,-r— j3 = r~i »^3 

r — /3 6 6. 

— coC — r" — I + fin. — . Hinc prodit y = 



6 ' '6 

A 



*_1. , :!^('cof.JLr-.+fin.I-) _ l^Ccof. I.r-1-fio. JL) . 

t.e »4"A.t'« a ^ « « '' — A.t. e a \ « , « y+.Cft. 



= — A. 



QVORVM rATgCSSrSS 8BCVKDVM DATAM LEGBM moeEDVSST. 



^OtX 



wA 



f nAcoC.1t _ /^ irA «'Avl 



e~ — e ^J) + Conft, 



J n A cof. n 

1 i + e ~ 






i 



-'-^1 



-|- Conft. 



Conftans ex valore y=o, pro A = o determinatur, iadeque ea eft = ^ . Sicigltnrhaec 
fummatio cum prius inuenta confentit. ^ 

Problkma XV» 
§. CXXXr. Samnaare feriem infinitam: 

A. t. a ~ A. t r — ^—— + A. t. , — T-TT — A. t. ; ^+ A* t. . ^ , .3 ^«tc. 

Solutio. , / 

1) Ex refolutione §. CXXVII. (i) tradita, eft, quisque huiua feriei terminuA 



A.t. 



= A.t. 



,+ A.t 



fi 



.+ A. t. 



Oxmi; 0' axmi; i ' 2xm±li ' axm±: i 

A+Arr-3 _ A — Ar— 3 



, pofito « =: — Ta 



A, (3 = 



a) Hinc fumma feriei, adhibito Probl. XI. §. CXII., triplici parte conftafc: Prlma 



fr(m— -i) 



„ti 






Hn. 



m 



2m 



1 uw , 



; demde A 

' am 



J. 



fin. 



m 



m «f 

{e — cof. — 1 
l tn J 



m 






tertio 



— «of. 



m 



f \ f ■ fin._l 



Eft autem A. t. 



fin. 



m 



A. tang. 



fin. 



V 



m 



m 



— cof. 



m 



1 

I 



+ 



a — cof. 



m 






^ e + c ^ fin. — •— fin. 

m 



a<r 



m 






/8+y) 



y«r $n 



e -— cof. 



m 



■J 



l' 



m 



_C'"+.")..t 



m 



2* 
+ ^"^-"mJ A.t. 



» ^ vi-< • 



10% 



DB PROaHESSZOllXBVS AR€WM CmCTLARXVM^ 



A. t. 



2m 



l 2m 



r— 3 



+ e 



A« 



2 m 



r— 3 



y iin. — — 



fin. 



m 



Air 

m 



•mfmmmm 



1 • 

-1 

fn l 



sm ( 



am 



f 



i. t- ^ 



36 



am 



TC . ^ cof. — ^ + coL 

m 



2n 
m 



1 



m 



cof. . fin. — — ' lin. — { 

*" " "* (' Exinde prodit fumma feriei io 

problemate propoiitae zzz 



3 m A iff 3 n 2 n 

3 cof. . cof. — +• «of' — ' 

3 m m m 



ll^zi!2-A.t^ 



m 



3m 



\ 



_Air 

m 






A.t.< 



A« 



'A;rr3\ 



am ^ /A« 

3e cof \^ — —) Kxnr 



— cof. 



m J 



2m 



Air 
m 



2m /hnr>\ ^ 3 

^ ^ ^''^- VTT"/ <^o^-— + cof ■ 

3 m m m 




vbi eft A=:r«. Loco partium primae et fecondae huius «xpreilioais poni etiam poteft 



jr(m — O 



iin. 



3m 



+ A* t. 



m 



1 

I 



An 
m 



cof. 



]• 



m J 

CoroUarium i. 
. §• CXXXn. Pofito mz=z—f denotante r aumerum integrum,.ob iin. "^ ^ 



fin. — ^ euanefcentes , fummatio modo inuentain hanc abit: 

'm , 



m 



A. t. a — A. t. 



a r 



+ A:t. 



. =: •- HSlZUl.. Proin = 



a r 



(*— 0' 



(2 + r)3 



A.t. 



n r 



(4— r)^ 



4-A.t. 



ar 



(♦ + r)^ 



etc. 



2 

A«r 

am 
2 e «or 



ak— I 



fumma euadit= ZSl!1ZZ11+ A t ^ ^ 



am 



A. t. < 



^ 2 n» -^ l 



m 



l^ 



, vbi figna fuperiora pro impari k ottinent. 



m 



e 



-I J 



Corot- 



QVORVM .TAK6SNTK9 8BCVNDVM DATAM UKSJBM JPROCSDVNT. XO^ 

Coroltarium a» 
$. CXXXin* Simill ratioc^ ac §. CXV» fummari pofceft Cenes : 
A. t a 4- A. t. — — A. t f — A* t. * -f^A^ t. \ l-etc. 

' (am — 0» (2m+i)» (^m—i)^* (^m + O^* 

vel dum haec feries ad blnas formae praecedenti^ (§• CXXXI.) reuocaturt verita» vt 
illius terminus generalfs in tres Arcus refoluatur, vbi fummatio §. CXV., ter adhibenda 
eft. Cuius feriei fi bini termini inuicem proximi addantur, noua oritur feries itidem 
fummabiiis , vti §• CX VI. ' Quae tamen cum ex haftenus demonftratis repeti queant, 
ea amplius enoluere fuperfluum, fatiusque videtur> ad problemata generaliora progref* 
fum facere. 

CAP. n. 

SVMMATIONES GENERAIIORES. 

Problema XVI/ 
§• CXXXIV. Refoluere Arcum , cuius tangens eft funftio frafta qxiantitalis z, fe» 
A. tang. — , in tot Arcus, quorumjtan^entes funt fraftiones fimplices, fc. A. t —-77 

a^' - a ' 

-4- A. t. -|- etc. -|* A. t. -," ad quot gradus affurgit decominator Q* 

z + b 

Solutio. . ' 

. N 

P a^ a^^ , « 

7) Ex aequatione affumta: A. t — = A.t UA.t. — J-,.. 4-A.t — --7 

Q z+bi^ z+b"^ ^ ^^^ 

feqoitor, adhibendo ea quaeJ.VILdemonfteita.fant: ^ + ^^—^ _p; «+^ J, 

Q — Pr— 1 N 

,— — -r— I 

(«+b»+a»r— i)(r+b" + «"r— 0...(«+b^+aV— 

10 eft r= I I ■ ■ ■ ■ i ! ■ . 

(r+bi_air— 0(«+b"--a"r— i)...(z+b^— a^^r-*!) 

# 

a) lam ponatur faftorum numeratoris quicunque z-j-b^ -j-a*^ |**— * x r=2 o, 
etiam alterius fraftionis numerator Q -|- P r*-— i euanefcat neceffe eft. Aequatio 
Q-f-^r* — 1 = 0, n radices imaginarias babet» Realis noila effe poteft^ quippe pro 

radice 



radice f eali valor realis Q foret = ''*-? y*-— i = quantitati imaginarlae : at P et Q nec 

euanefcere ilmul poirunt, e um in fraftione — numerator et denominator a faAore com- 

Q 
muni liberi fupponaritnn . Hinc apparet, aequationis Q -|- P f^*-^ ^ = o n radices' e^^e 

3) Quibus ita confideratis fequens oritur problematis ftxhitio : Refoluatur aequatio 
Q-J-P J^— I— O, fintque huius quantitatis feftores imaginarii z-j-b^-j-a^f^ — i; 

. * . z-f-^ 4" * ^ — ^ ' . . . z -j- b^ -J" ^ r" — ' 5 ^°^ ^^ liorum quouis for- 

a . P . . 

mandua eft Arcus A.t. r, qui Arcus inuicem additi conficient A. t. — . 

. , .+b'^ ... Q 

Corotlarium i. 

§. CXXXV. Pofitocoefficiente t5 z^Mn denominatore Q = i , eritQ^-Pr'*—! 

— (z+b^ + a^?;-— O--- (z + b^+ aRr— l)-. . (z + b^ ^- aNr— i)? 
vnde permutando r — 'i.cum — r * — i > fponte confequitur: Q — P r •" i =^ 

(z^-b^ -^a^r— i) .-. (z + b^ — a^r— i)...(z + bN_aNr~i> 
Hinc fit multiplicando : Q* + P* = (z* -f- ab^z + (a^)» -|- (b')*) . , : 

(z* 4- ab^z +(aR)*+(bR)»)...(z*+abNz + (a^^)* + (bN)*).. 

Quare quantitatis Q*-f-P* faftor quilibet trinomialis erit z^-j-ab^z -|.'(a^)* 

-j-(i)^)* , compofitus ex faftoribus imaginariis z-j-b^ -|- a"^ r — i > z + b^ — 

a^^r-^i* Aequationem Q^-|-P^ — o radices tantum imaginarias habere, exiade 
apparet, quod pro realibus haud efl^e poflet Q* — ' — P*. Sic igitur refolutio aequa- 
tionis Q-fPr — 1 = 0, hinc quoque folutio probl. XVI. (§. CXXXIV.)» reducitur-? 
ad- refolutionem aequationis Q* -|-P* — o, 

Coroltarium a. 

$. CXXXVL i) Si — eft fundjlo fpuria frafta, i. e. dimenfio numeratorls maior 

Q 

*" P 

dimenfione denominatoris, eiue aequalis, tum a — per diuifionem feparari poteft funftio 

Q 

integra vel Conftans. Quae fit = Z, ac -L — Z 4- *-; tum erit A. t Z- — A.t.Z 

Q Q Q 

V P q!y <p 

=!= A.t. — , hincque A. t "^ = A.tZ-fA. t. -^JJ^y vbi eft — — funftiove- . 



i+zZ. 



ra 



m 



Qvoinrx TAinmrrBs flnccniDVM datam s.fi6SMF »oesiywT# xo^ 

ftt ft«fta. Proiitde Arcas , caias tangens eft f raftio frafta fparia . in binos Arcus re» 
folui potrft, qQorum vnius tangens-eft/unftio incegra ex diulfioue nuoteratoris fonftio* 
nis fpurae per deoominatorem orta* 

») Exmpli gratia fit P=Az* 4. Bz"^— ^ -|- Cz^-—^ + etc, Q =; s** + 

fi5z"*~' -f (gz^~* -f- et<5., diuidcndo prodit -L = A -f- 

Q • 

(B — A«)2"~'+(C— A€)a°~*+(D— A©)z"~^ + . . . „. ^ * 

' ' ■' ' ■ ■ ■ ■ I ■■ I ^ rimc nc 

n ,,^ n-— I , ^ n— 2 , 
z +Cs +€a + • • . « ^ 



^ JA2° + Bz" +t«° + • • • l ^ A fl 

^•^g n^^n-» n^aT = A. Ung, A + 

l s +»r +Sz + . . . J 

A.t«ig.^ ■ . ' " ■' I ■ _^ ) (cfc Ib^ ). 

lO + AA)*" +(»+AB)«""~'+(€+AG)z" *+...J XXX.) 

1 

Schotion. 
§. CXXXVIL Solotio probkmatis XVL {§. CXXXiy.) feqoenti etiam ratlone 
iJ9iiefti|pri poteft : 

N c-. A *. ^ — a\ Az'^^'+Bz*'^^ + C«°r^+ . . , _ 

X j Sit A. tang, — = A« t — , ■ ■■ i l ~— . ss 

Q « .*^ n— I . ^ n— . j , 

a +8z ^ + €a + . . . 

' at ati .* a^ 

A. tang, *-;-7T + A. t— 7-7? • . • 4» A. t. — — • • • • 4- A. t ;:• , erit differen- 

** z+b^ ' z + b** ' , R • , rN 

z + b z+D 

- Q»dL I ^ 
tiando 2. = S^l=±tS. - - L_£ + •: ^! + 

Q» + P» <i*+P* ^ U«+b»)*+C*')* («+l»")»+(a»)*^ 

(»+!») + («)* J 

2) Refolaenda igitnr eft fonftio frafta ^lIziLlS :^ — in fraftiones fimpUce*. 

^ ■' (Q» + P*)dx N 

Ek denominatoriii N = Q* -{• P* qniboflQis' binis faftoribus imaginariis 

j5 ^^R -|- «R i^— . I, «4-3*^ — «^ir— X, oriuntnr fraftiones fimplices 

M ' «f . „ -_ , Mdz 

• 1 ■ ' f '. ' ' ■■ , vbi nnmeratores 7iy <P font = — —, pofit^ 

»+/5 +• r—r z+fi — « r— « 

prb iilQ z-f-P* + «*^ r — ^^' = o, pro hoc z -f- jS'* — «* r* — i=;o, hinc vtrio* 

O ^ qne 



• • • / 



f ^ 



I06 DE PROGtt£SSIOKrByS AMVVM CIRCVIiARIVMf 

queQ*+P* =0 (♦). Eft autem N=Q»(^i + £!), dN = Q**a2 . d(— ) + 

Q'dZ. 

( I + nVaQdQ, hinc!lii = _ Q .2., pro Q^-f- 

^ «*^ I •''' .PQdrM+A.+ !!>QdQ '^ • 

P* = o. Iamproz4-j3^4-a^r'— I =o ^tL — r — i, foo z+^^ 

Q 

-|- a*^ f^ — I fit faftor quantitati^imaginariae Q-|-P y^ — i , et erit pro z-|^-^ 

— flf'^ r—Jt =0,^^—1^— l. . Quare prouenit 2( = -J ,?l^— — —L^ 

Q/ jr— i ar— 1 

et fraftioDum fimplicium ■ — • — > ' fumma = 



x+i^ +« t^ — X «+/5 — « r— 1 

R • • 

. Hinc erit nmcuo fraCta — = 



(.+A+(.V . ^ («+^0*+(.»^» 



.11 



• » » 



etc« 



3) Quft aequatione coiQparata cnm IfeqQatmDe (^i) fponte oonfequitur , quantitat^s 

tfliimtas \^y a^; b^^ a^';» • • b^^a^; etc* conuenire cum ^uantitatibus inudntis 3^ 

«'; 0"» *"> • • • ]3 > « ; » •• . qnae quidem ita funt coroparatae, vtz -|- j3* -^ 

a*^ Y^ — I fit fa6^ fonftionds Q-l"^^?'^'^ '• ^**^ igitur folutio prias inuenta (J. 
CXXXIV.) confirmatur» . 

Corottarimm 3». 

§. CXXXVin. Qttodfi L fuerit funftio par quantitatis z, feu funftio qOidnti 

Q . - 

P 
Jc*, tum poni poteft 2* = u^ et refoluetur A. t. — in Arcus fequente^:. 

Q 

N ' ■ 

^ »* + b 

exJftentibusu+b'+a^r— !• n-fb^-f a"r— i. • • * -ft^ + a^ r.— « 
faftoribus fimplidbus q^iantitatis Q-f-Pr — '• 

•^ - • . CoroU 

(•) rcAXSTNlii Anaiiffis dts Unendtishitt, $.386* pag. 318. . 



QTORVM TAIIOBKTBS SBdrNDVX DATAM LEOKM PFOCKDVKT. «ZO? 

Corotiarium 4. 

S* CXXXIX. z) Sit _ fanftlo /rafifa ffiff ar qnantitatis z, tum quoniam vel tm* 

• Q , 

p 
merator vel denominator -par , ac alternter impar effe debet » poni (loterit ^ = 

Sfz — ffz -^<?z — etc. 



^M^Mi* 



• Hinc aequatio Q4- P y — i = o abit in hanc ; 

^'^^gjz^— ^4.2)z^~4 — eta+Ofz** — ' — gB^—a+^z^^—S^etc.) 
r^ — 2 =0. Pofitoz=— ^r — I, eritz*= — ^*, z^^^^^i^lT — 1» z* = 

*- 3 r — *,2 r 2 r-4- 1 l ;>a p-+- i -^ r • r • -i. 

^^,...2 — 4-^ yZ '• — iC y^— I ♦ ngnis fupenonbus pro im- 

pari r, inferioribus pro pari r famtis, Hinc prodit: ^ — 2f^ -}-®v"*** 

— £^ ^-j" ^C^~ ^^^* == ^» Huius aequatlonls radicum allqua denotetuf 

R R ' • R 

pcr c , eritque z = — c y — i, feu z i-|- c r" — i ftftor funaionis Q-f-P K"—* z« 

Quare in folutione J. CXXXIV. poni poffunt b^ = b" = h"^ . . • b^ = o; a^ a", 

N ' P ' * 

a) Exinde pro hoc cafu, cum iit — funftio Ihtfta impar quantitatis z , faaec oritor 

9 
refolutlo Arcus cospofiti in Arcua fimplices : 

N 
A. tang. ---=A. fc— 4" A. t l-A. t. • • • + A. t. — , denotantibus cS c", c"* 

Q z • « ' z • • 2 

. . . c^radicesaequationis: ^"~!iC^~ I^. »^ — ^ _ e^** — 3^ j)^n^4 

— - etc. i=o , polito fciucet — -— 



z — ®z +JDi ■ — ... 

Sd^holioHn 

§. CXL. x) Eiusdem refolutionis alia quoque demonftratio ex formnla fupra (§. IV.) 

N 

m mI C C 

tradita -dcduci poteft. Eft nimirum A. tang. U A. t. — . . . -f- A. t. — = 

- z z z 

A,. tang. ' ^ ' ' * ■ f denotantibus A, B, C» D . • • fummas Vnionum , Binio- 

• cl c" «^' * * 

nnni« Tcroionum etc. ex qnaotitatibas — ', — ... — conflatarum. Quodfi iam 7(, 

. z .7. 

O a > 53, 



XOg DK PR0<SRXSSX01^XBr$ ARCVyM CIR<?VX.A1IIVM| 



i 



9$> @ • • • Mcm denotentj quoad quantitates c\ c"« .. c , erit A — — , B ==^ — , 
€ = —••• Hinc flt fumma ifla == A. t. ( -; — — ■ J ' ■ ■ * ^ — 

z* z^ z« 

A. tang. < ^, ?. Quodfi vcro 2f, 95, E . . -. 



• • • 



N > 
compleftantar vniones» binlones etc. quantitatttm c^, c^' • • • c ^ rponte apparet^ aequa^ 

tionis: ^^ — %J^ '+ 852 — Sz** ^4"®^^^ * — etc^^radices cffe . 

N i 

c^^c^< • • • c t indequeprior refolutio recurrit. 

N • 

a) Si radicum c^, c^' . . . c aliqsa eft iipaginarid» =• f-|-g l^ — *i , fimul al- 

tera aderit = f — gK" — i; tumque erit fumma binorum Arcuum iimjplicium his radi- 

cibns refpdndentium = A. tang. ^+^^—^ ^ A. t. r"^,^~' z- A. t — _ 

. a z z* — f* — g*, 

quae fumma iam ad fbrmam realem redufta etiam realiter in Arcus fimplices refolui pot<* 
eft, fcilicet A. tang» — _-|-A.t. • 

PROBLKMA XVIL 

5. CXLT. Summare- feriem infinitam: 

A. tang. A + A. % — 4- A. t. ^ • . . + A. t. JL + «te. exiftente Z.=fttnaioni /r*« 
• B D F . Q * Q 

8ue pari indicis x* 

" Solutio. 

Refoluatur termlnus generalis A. taog. — in plures Arcns , modo §. CXXXVnL 

Q 
expofito. Ex quolibet nimirum quantitatis Q-|- P J^^— i faftore = x*^-|- b -|"> f — 31 

oritur iftiusmodi Arcus = A. t. — ? — . Qua ratione difpefdtur feries fummanda iil 

x»+b 

plure^ feries, formae : A. t. •|'^* *• ^- A. ♦. • ..^f^A.t A^ etc^ 

i+b 4-W* 9+*^ xx+b * 

qnae fingulae ^x Probl. VIII* ($• XCIII.) fummari poflunt. Talis quippe feriei fumnui 

. « , ^ /^ fin. ar« X r(b*+a^)— b 

reperitur = ««r — A* t > — +- A. t. ( * — 1 , pofito «* = " j 



\ 



1 



QVORVM TAMXKTBS msCTHiDI ^ 9ATAlf UEdXX '^ROCEDyieT. XO9 

et p* = n^!±£2i2, feu 3 == -L; loco A. t JL etkm poni poteft i A. t — , 

vel fi b segatiaom valorem habeat , JL — i A. t. JL^ • Hac expreifioiie ad fiBgalas 
partiales adhibita prodit (eriei problematia ex iftis compofitae faauuu 



CoroUarium z. 

§. CXLIL x) Eadem ratione fammari poteft ferieg, pro epios termioo generali 

feo ic° , A. tang. — ,' aeqoatar .1 funffioHi fraSae pari xr^ numeri imparh =: a x — x ; 

Q Q 

P 

qaippe tam A. t — refolaitnr in Arcos^ qaorom quUibet eft r:= A..t 



Q . (ax— O*-»^ b'^ 

indeqae feriea in feiiea partialea ex §. XCVri. fammabiles. 

a) Nec minpsYammabitor feries problematis praec^dentis , fi figna attimantur, 

fen A. t A-H.A.t£4-A.tt£— . . . 4- A. t ~ jT etc, adhibito fimiU refo* 

B D ¥ ' Q 

Totione tenrnni generalis , et fammatione $. XCDC. 

Coro^tiarimm a. 

€. CXUH. i) Si in ferie ^ tang. A+A. t £+. . . +A. t L+A. t — 4. 

b' I>* q's^ 

etc. fiierit — fanAiofrafta par qoantitatis amx — i, et-^ fiauSs fonftio mantitatis 
Q S 

ft m x^4* ' > pertinentibdk A. t ^ et A. t — ad x^® combinatiraem doohim feriei tejv 

r Q S 

minorom» tom hi Arcas refoloi pofiont in Arcos fimpHNs formae A. t * 



et A. t m • Hinc feries ifta in plares difbefcitor « qtme fimsolae ex probL 

(2mx+i)* + b r- r- > ^ — * r 

]bL $. CVI. fommabiles font 

• P R 

a) Com fint — et _ faoftiones fimiles qoadratorom (a m x ~ i) * H (amx -|- i)*f 

Q o 

figno (P ilenotandae, erit A. t ^+A.f .^-A . f ^(»»x-»)^ + 0OmK+O»\ 

Q S S— (p(aii>x— i)*.^(2mx+i)*^ 

— A.t^. Eft aotem (p(amx — i)* 4'^ (« «*»+*)* ^™^ tSx*^ qooniaih io 

adHitione qoarumois poteftatom (a m x — i)* ^ -f- (a m » — i)* ^ impares poteftates 
TgxfematootoUont; at^^amx-^i)» — (pQimx-^jy ^tt £w&io impar t5 x. 

Hhmt 



Hiac produftam (^(zmx — i)* • ^(afnx-|-i)* = 

4 
Qiiare — «tiam eft fonftio par. Idem exinde apfmret» quod cum ^ tumQ valorem non 

miitent, cum x abeat m — x. Ex fais efficitur, coniungendo feriei (i) binos ternunos 
fibi inuicem proxlmos eam in aliam (ransformari, ex probL XVII. {§• CXLL) fummabilenu 

Probi:ema XVin. 
§« CXLIV. Summare feriem infinitam fignis alternantibus praeditam : 
. A^tang. — — A. t --^ + A. t,— p •— ♦ . . + A. t. — X etc, exiftente — ^tangentex^ 

B D F Q Q 

termini, .= fonftioni impari fraSai x^^ nomeri imparis ax— r, 

Solutio. 

i) Refoluatur terminusx*^ A. t. — in plures Arcus: A. tang. — 1— -i -^ 
^ Q ax— I 

u ' N ' V 

A. tang._L^ -f». . . -|- A.t._f_f denominatoribns c^, c" . • . c^ ad regulam §. 

a X — I . 3 X — I 

CXXXTX. a. determinatis ; tom feries fummanda in plqres dirpefcitnt^ quarum quaelibet 

# • • - « 

iioius eft formae: A. t. c—- ^A. t. — -J-A. t. — ^^— ...xA.t -j. etc.> et cx 

3 5 2X — t 

pvobL X. §. CX. fummam habet zsz A. tang. e a • . ^ 

2) Si inter quantitates c^, cj^ . . . c^ binae adfint imaginariae f -j- K r" — 3r, 

f —^ at^ "^ I > ^um fommae partiales 'ex iis oriundae imiicem addital^ praebent JL. 

a 

— A. t. e ^ ~a ~ A. t e » — — 

— fir/' — girr— I '+R*r— 1\ f u p 

A. tang, ' — — : = ——A.t.} i_f, fiae et. 

• I *». e 1 I 



e 



-I J 



f f* 1 

lam ~ A.t."» — ^ 

I T 

le * coi. — 



Cor^t'-' 



■ 

flVORVM TAKOKMTCS gfeVTmVM DATAV X.BGBM WC^CEDVNT. Hl 

Corottarium. 
%. CXLV. i) Eadem ratione feries infinita: 
A.taDg.^— A.t£.4-A.t.£ — A.t.£. . .±A. t. Lq:A. t.|.+ etc. 

ftiinmabilis eft, fi facrit L funftio frafta impar quantitatis a m x — i, — fimiiifi funfti^ 

Q ^ 

quantitatis a m x -f i. Haec enim ferle» ex %. CXXXIX. in plures refoluitur huius for- 

jHae: A. t. ^ — A.t. ?L_-f A.t _i_~ A. t.l-i . . + A. t 



2in 



I 2n> + x 4m — l ♦m-f-i W. 



— A. t ^t -f etc. quannn quadibet ex probl. XL §. CXIL fummabilis eft. 

2mx-|-i 

aV Cetwiin liaec fummatio ad probL XVIL S^CXLL ireducitur: qtiippe coniungen- 

do binos terminos oritur feries> cuius terminus x*™ — A. t — — A.t~ =r 

Q ^ . 

A- tang. <-(^mx~,) — j.r:»mx + ») _A ^ 1 ^ vbL numerator ^ et ilenominator Q 

i-|-5t(2mx — i) . 4^(2mx-f £l 

funt funftiones pares feu t2x*, quippe pofifco — x pro x, Hle eft = \^( — amx— i| 
— -^C — 2mx-f-i) = ^(2mx — i)~^^//(r:mx4-i)fhic= i+^( — ^™* — '^ 
• \//( — amx-|.i} = i-f-x//(amx4-i) • ^/^(amx — i), hinditte neufcer valore» 

siutat; quod eft propriam fnnftionum-parium^ cum fonftione» knpares^ ceu — et--per 

Q S 

fignum ^p denotatae , fimul cum variabili fig^um nniteRt* 

3) Series (1) etiam compleftitur feriem problematis XVUI. pn> m -r «^ quarc 
lioc etiam problema reduci poteft ad problema XVIL 

Schoiton.. 
§. CXLVT. Qoae haftenus vnioerfe expofita font, inpriniis sdplicanda videntur nd blnoir 
cafus, eum fuerit .L <«. CXLL) = L_, et^J.CXLIV.) —= ^^-^ — . 

Deinde etiam poni poteft (§. CXLIIL) 11 ! , et (J. CXLV.) — = 

^ (amx — 1) -fb 

— .. Ibec iam probkmata vt rite foloantur, inueftigandi font faftoretf 



» 1 1 



(amx — O 



quantitatis .imaginariae Q-|-py^~.i — x*^-f-b-^«|^— x» Qui quidem faftores 

ex faftoribus quantitatis z^^-l-B, ope theorematis Cotefiani inuentis, deriuari poffunty. 
ponendo B == b -jr <* r" — i • Cum tamen ipfum hoc theorenm ita demonftrari foleat ^ vt 

fuppo- 



fupponatnr quantitas B effe realis t (*^) cumque iiv traftatione quantitatnm itnagthariarnm 
haud leuis attentio adbibeoda fit, vt fphalmata euitentur, nraeftare videtiw, fattore* 

quantitatisimaginariaen^^-j-^-f l>r" — ^ « ipfis principiis peculiariterinaeftigwe» 
Quorfum fpeftat fequeas LemniQt 

Lemmi» 
$• CXLVn. Inueftigare faftores iimplices qoantitatls imaginariae o'<^ ^.b -f- a f^~ x^ 

Solutio, 

x) Cnm acjqnatio u^-f"I>-f"*^~^ = ^ radicea tantum tmagiharias babeat, po* 
natnr «tnim qnaclibet u=r f cof.<p -|- f fin. ^ f^r— i, eritque ii° — : f*^ (cof n(p -^ 
jfin. n(p.r"«— i). Inde duplex oritur aequatio: f** cof. nilp -f- b srO; f** fin. n^ 
-J-a=:0. ExprUnaeft f ^'^(cof.n^p^^^bS e^ altera f ^°(fip.n<p)*=: a», hinc 

an *°' • * 

addendo f* r=:b*-[-a*, etf=:r (•>*.+•*)> ^^'^* v*^^*" vnicus realis, idemque po« 

fltiniis apcipiatQr» vnde ctiam f^Xb^-l-^i») — f ° pofitioe accipi debet. Exinde fit 

coC n® =; — —— — ^— , fin. n A=: — '— . Sit iam ^i^-ArcQs miniiaos t£> 

r(b» + a)» ^ r(b»+«a). ^ . . , . 

firmatious, cui competitfinus jl ^^, cofinus .^ ,, taneens*:»- JL 

r(b^+a*) r(b^+a^) ^ . b ' 

tequationibns pro cof. n(p et fin. n(P fatisfiet, fnmendo n (p — \// + (^ k-|- i)'W> qnia 
tum eft cof. n(p = — cof. \/y, fin. n(p = — fin. "v^. Quare erit (p r= ^— O^+O*- 

2) Slt *primo n = numero pari = a r, tum pro a k-f- 1 accipiendi funt omnes on*^ 
l&eri impares minores quam n , L e. ab i vsque ad 2 r ~- i ; quorum multkudo cnm fit. 
£, ob duplicitatem figni nafcuntur zr vaiores quantitatis u, i.* e. n radices aequatio* 

qIs v^ gradus, vti par efti Erit igitur, fumto ( — r (b* + a *) > et i^ =: A. t. -r s^ 

, . . . ^ ^ -. 

« +i>+«r— X 

C) SACf TKaa t c. $. 394. pac. sa|« 



' s. 



«voRyM TAkaENTBfl «KcvmJVM DATAM uobm nocnvKT. 113 

.•+b+.r-x=(n-f».f. (ii:) -*«.. (^+-^) .r-i) 

(.-^fcc (iiii) -fto. (iti:) .r-O 

(._,^ (i±i^) -fii.. (i±i:) .r-.) 
(._,„, (i^i-O -m. Q^) .r-i) 

(J _ /cor. (k^) _ f <a (i±^) . r- X) 
• (._ ,cot.(i=4^;^)-fa..(i^:^).r-x) 

3) Sit feeundo n = numero impari = a r -r- i , tnm pro 3 k -|- i (.1) oainet 
snmeri imp»re8 tb i «d a r-^ i Ibmi poffnnt, at cum pro a k-{- ic= n fit coC ( ^°*J 

= „c (i±^)= - C.4, « <b.(i=:i) = in. (P^) =- «." L. 

faftor ex pofitione a&-^z = n orinndas non qaadraticas, fed fimplex acclpiendas eft$ 
quo ita fumto nameras faftorum = n cotnpletar. Qaare etiam pro nnmero impari n 
expreiTio (a) inuenta obtinet ♦ Ixoc.fantam difcriroine, vt ioco faftorum binoram vlti- 
moram, quos praeberet ifta expreffio (proalc-fi==n), quiqae inuicem aequales 
funt vnus tantum fumatur, fiue etiam multipla tS^tt extendantur tantum ad (n~a)w^, 

ac infuper adiiciatar faftor vnicus u -4-f cof. Jl-|- ^ fin. ^^ . f — i. 
. *n n 

< 

Corollarium» 



n 



§. CXLVIII. i) Si b negatiuum valorem habeat, vel qaantitas imaginaria fit 
^b-t-ar* — I, tum cum cofinus ^^ ^^^ (§. CXLVIII. i.) fit negatiuus, finii 

"* . eodem manente, loco \// accipi debet v — A. tang. — =rir — vf/; hincque 

^-|-7r, ^|/-i-37r, 4^-fsir . . . abeant in aor — >^, 4» — >//, 6lf — i^ . . .; 

et J/ -^^t ^ — S^r, -J/ — 5"^* • • • i» — ^f — 4^ — ^^> — ^-^ 4* • • • 

P ^ Vnde 



XJ4 



. DC PSOGABSSIONrBVS ABCWM CnLCrLABXVUf 



Vnde tnafiifeftam eft» qnomodo pra hoc cafo expreflio praecedeiift ($. CXLVII. ft.) fit 
mutanda. Tranaformationem fauius expreifionia tam pro affirmatiuo qoam pro negatioo 
vatore t5 h vlterlus pfofeqai hoc looo fuperflaam videtar. 

2) Pofito a =z o , angolua \f/ eaaDefcit ; et Lemma fuppeditat fomolas vfitatts 

pro refoludone tS >^ ih b in h&orea fimpiices Vei quadraticos* 



Vn6nt.EUA XIX. 



$• CXLIX. Sommare feriem infinitam : 

tL tk SL 

A.tane. ■■ ■ ^f* A.t. I ■ A.t.' + • . . 4-A.t« 



1 +b 



2 +b 



3 +b 

Solutio. 

CXXXVIIL terminui 



X +b 



-|- rtc. 



A.tang. 



filn. C~^ \ 

— frof /^* — *> 



X +b 



prodit ^ 



IX* —— f cof. 



A. t: 



•{*A«tang. 






4* A. tang. 
-|- etc. 



I 



X»— fcof. (11Z±) 

n "^ 

f fin. (^*""S 



A. t. 



f 



j» — J.- 



A. t. 



{ ffi.. (1I±*)| 



> 



x»^fcof.(-z:i) 



5« + «t 



-fcof.(!:LJj:) 

^ n -^. 



etc. 



-^i termini continuantur, donec in ferie i, 3, g.. * pemeniatur ad numeram imparem, 
qui fit = n ^ vel proxime minor pari n ; dummodo ilio cafu loco tef mlnorum bii 
i4timoram aequalium vaicos tantum fumatur ( §• CXLVII. }. 

fll) Adhibito probl. VIQ Coroll. 3. (J.XCVL), ex quauis parte termini genenrli* 
ffin. ((iiilO:^* 



A.taog. 



»-fc.f. ^<jil!li=i^ 



% . 



r ^ ' •"• >■ ' ■ ~0 j 



oritur pars fummae feu fumma partialis — 



«ir 



* - '>• 



«VOItrK »A«»IfT«8 «KJyWDVll bAYAM UBOnt MOCEBVKT. Xr» 



m9 



A. t. — 



v« — cof. aw^x 



■«M* 



> 



3) I«m duo cafof funt difeernendl Sit nimirum primo n pwr =s a r, tnm pofito 

f^ = c , prodit famma feria problematis = 

!&. f acir cof. ( ■ ■ ] ) / 
r r—^^ 



1 

I 



r 



j 



^:coC(^)+(^-(l±f))-A 




fiiL (icir cof. (^ )y 

^ 211 






.«+* 



[, »» -cof (.c.crf.(-^-)) 

liik (ac^ cof. f—^-— *) / 



4. ,« eof.(^)-(-^~(^^))+A.t. 



2C «fiD.Q J 



.!?» + 4' 



,c.cof.(ii:Lij:)4.{^-(2l±i:))~A.t.^ 3.+. 



^*^ — .cof. ^ac«cof.C 
«n.(ac*cof. (^.^— .)) 



.3* — * 



SA 




2n 



,1 



etc. 



etc. 



. etc« 



-^ae expreffio cotitinuatur, vsqne dum (n — i)w = (ar— i)» feu r***"* mnltlplnm 
T» ir occurrat. Quo ea ad formam fimpliciorem redigatur, confiderandae funi fUmma- 
rum partialium {'i) partes primae et fecundae. Ob • 

•^ N an '^ ^ .2n ^ an 2n 



P 2 



/ 9 



lt« 



'DS niOGRMSfOinBV* ARCVVM C0tCVLA]lin^ 



Baae f«ir) fitiml fuintM praeWnt: aciriln, — (fin* — 4- fin, — 4-«..4-fin 

^ an ^ an " ao ' ' 



(«r — i)ir 



-• ... («-H)' 



an 



) 



^ acirfin 






an 



(*) = acirfin. JL» 



(-- 'tL 



».i 



fin.. 



2n 



an 



m 



= c» . , Ek ptr- 



3 fitt. 

3n 



fin.-^ 



n 



tibnfi fecnn£fl fimol fnmtif orltnr *— . Lf s= — ^ iL • Hinc in exprefllone fumnue, pr«b- 



ter ea membra^ ^nae A. tang. prae fe femnt » reliqna omnia rite coninnfta contmhuntor 



in lormojam 



«irfin.— 

3 11 



fin 

an 



2 



4) Sopponatnr fecnndo n numerns impar = 3 r — x , tnm ^xpreifio fitmmae mo« 
4o inuenta (3^) aeqne ac pro pari n adhibenda efty ita tamen vt ea continnetur» donec 

Mmeniatnr ad num^nm imparem r — i^""^ feu n — a = ar— ^3, praetereaqne ad- 

I f fin. i. 

X - n 

datof ptri fiimmae ex parte termini generalis A. t. } ■ ^ { oriunda, qnae pac» 



jx» + k cof. — . 



fen fumma partialla vklma eft = gr c fin, 

fin.^4ir« fin. — j 

3 n 



an 



± 



4- A. tang. ^ ± 



. lam fummamm partialtum partes primae 

— cofv^a * c fia. — )\ 

an J 

acirfin. — (fin. — -|-fin. ~* • • "t"^^* — ~^^^^ — ^-{''xoiin. — 



2tt 



an 



au 



= ac 



^*) Haacfammatio finnnm ex ferie in sVlbri Tntrod. T. I. Cap. XIV. $. 3^9. pag. 3t8. Amnnata 
fequitur. Eadem dedaci poteft ex theoremate , quod extat demonftratum apud kasstnbrvk 
CGeometrifchi ^blumdluHgm iiU Sammt, Gotifng, if9i* pag. 402. nr. 31.^ Summatio ita enuD» 
ciari poteft: Si femicircumferentia diaidatur in partes = /SJ» namero parit et finus r muitipl» 
Tum Arcus fi fecnndum numeroi imparea i» 3»5 • • addantur» erit flimma = finui Yer(o aKOs 
%xfi diuifo per a fin. /3, 



QyowLYH rA)g<3tmms nwermrH oatam uqxM nocmwy^ 



xi? 



— acw fin. •— * 

'2Q 






3fitt. 



2n J * 



= c.9rfim 



^< 



2n 



2 11 + I • > 



iiii. 



3 n 






Partes fecundae fimul futntae con- 



ficinnt — 
confefitit. 



fin. — } fin. — 

an J 2n * 

— (r ~ i) — — ^ — — • Vtrumqne cnm prius inuento pro n pari (3) 



5) Ex his ita depionftratis > fiue n ftoerit par^ Cae impar, faaec obtlnetur 

« 

Summatio. 



a 



Summa ferici infiDilAe: 
A. t ^— — 4- A.t. |-A, t. — - — + • . . 4- A.t. — ^^~ 4- ctc ~ S 

2n . . ' an , . ■ «n • ' ' . *" 1 . 

i +b* 2 +b 3 +b X +b 

' ' " a « 

hac formula expcimitut, fumto angulo \pz=iA. t. — , c — (a*-|*^*j^" • 



c;rlin. 



s = 



aa 



^".i^-i»^ 



fin, — 

2 n 



-fA. 




i. 
2 



fin.racir cof. (1 ^^ 

^ - ^ 2n ^^ 



scfffin f^ I ) 



1 f 

.[— A.t ! 



* fin. r 



a cir cof. 



+ V 



(— )) 

^ 2 n ^ 



_J. 



— cof.Ocffoof.f— ")) 

> • 2n "^ 



2C n fin. r -— J 



4 



+ * 



— cocC 2C «r cof. C ■■ J 



f ' fin.AcrVof. r— —M 



> +etc. 



o 



■ i ' ■ 

2c<rfin.(— ►j: ) , 

— coC^^ c flr cof. Q ; J 



A.t 



fin.(2c,rcof. (— — )) 



2n 



2» 



1 r r^^^ + K 

^20 '^ 

■e 



— cof. l 2c «r cof. f ) j 

^ ^ 2n •^'^ 



{ 



etc. 



+ A,t. 



1x8 






-}- A. t.^ 



^(....r.(<±t^*)) 



2Cfr 



(m.rj 



(lk+l).r_* 



a n 



) 






A»t. 



fin. i 2 0« 



ac» fin. f ■ » j 



-f- etc. 



2 n 



etc. 



r ,rOk +.>.+^ >^ 

— cof. \^2c»cof\ ^- ;^ 



¥bi pro 2k-|«-i accipimitTir otnnes niimeri impares ab i vaque ad nnnerom in>paretm 
Tet pro\}me minorem nnmero n vet huic ae^atem : pofteriori auteai cafu vhioHie - bigae 
Arcnum prior folas accipitnr^ 

[ fin. r2c» fin. JL") ] ' 

(' '^ in l 

^ A. t. / ■ ^ U quippe coi alter cnm fignd — aeqnalia eft» 



l. 



3c« cgJ. 



"_cof.(«« 



fin» 




^ cof. C ^}=: — cof. C } = fi»-— t etfin. ^ -Wfin, ( ) 

> 2n -^ • ^ »2n 2n ^211*^ ^ 2« '^ 



:_ cof — • Vtroque igitnr cafa exprelfio fymmae continnatur^ ysqa% dnm Arcus tan» 
fentium lege praefcripta procedentinm nnmero n adfint, 

Corotlarium t. 

5*CL* Formutae (ammatoriae praeciedentis tepmini fubtraArui afiter exprimi poSunt» 
1} Confiderentor pro n pari fequentes binae fcries Arcuum: 

« + * 3« + «^ ^^ + J' («J — O^r+^P 



• J — — ^ . n 9 * • 

2n 2 n • 2n 

^^ <n — f)jr — tt (n — 3>^ — ■> (n — j)»r — 4» 

b) ^ ; ; i . . 



stn 



2n 



an 



2n 
• 2a 



eamm termini initialea et quicunqne fibi Xnuicem refpondentea ihnul fiimti qnadranti — 

tequantnr, hinc cofinus et finus vnins Arcus aeqxtatee fant finui ac cofinui <itterins.» lom 
concipiantnr Arcus fnbtraaiui in exprefiione fnmmae (§ CXLIX.) innerfo ordine fcripitj». 
vltimus primo Ioco> pennttimus fecundo^ et fic ponro : tum fummatio fub alia forma exr^ 
bibetur> ^uam ex praecedenite ftatim derinare licet» dum in hac 

loco : 



' y 



^rORYM ^AN«NTES SKCrtmm DATAM LBMM FHOCeOVNT.* tt^ 



«t fin.C^*); fin. C~); fin. (")? • • 

an -^ an ^ au ^ 



^naatar fao ordfiie : 

£n. f- — ^); fin. C " "); fin. C-^^ V, . . 

«t W. C^)i cof. C— — ); eof. C^~)^ ... 

an "^ a n ^ an 

s^) Sittili ratione pro ifn{>ari n Arcns : 

»+* 3^+* Cn — 4>»+* (n— «)r + 4^ 

— 5 ■ '■ J . . • ' ^ " ■ » ' ■ ■ " * 

in • 2 n . an ' aa 

«Qm Arcn1)u#: 

(n — i)* — i (n — 3)fr — (|» 4ir — ^ 0«_4^ 

■■ « f ■ f # • • " ♦ f ■ >■ ■ 

2D . an 2D 2n 

icflket prin^Qs cnm primo^^fl^candas cam Tecnndo, et fic porrot qmdrantem aeqnant. 
Hinc iternm expreffio fammae (§. CXLIX.)t ArcQOOi robtraftiaorans ordioem inQerteQ- 
do, ita transformari poteft^ vt ^ 

loeof cof. fin. C^ \j cof. fin. ( ■ ); cof. fifn. C— — ^); . • -^ 

^2n-^ ^an^ ^2n-^ 

poiuitQr : fin. cof. ( — ^—^^ ; fin. cof. ( ^ ; fin. cof. C ■ -} ; • • • 

, an^ an^ 2n^ 

Sxprefliones fammae bac ratione t^m pro n pari qoam impari tnmsformatas. in extenfe 
apponere faperfluum^nimisqoe longam eft. 

Coroltarium 2* 

%. CLI. Si b negattunm yatorem habeat, vel fummanda fit ferles 

a ' a a a 
A- t. — : hAt. • l-A. t. -4-*-» + A.t. + etc* 

an » 2n ' - 2 n ' . ' an ' 

i^ — b a-— b 5'— .*^ X— *b 

tom loco A. tang. tlJ^ fami* debet ir — A. t.iL, ftti ii» expreffione fommae §• CXOX^ 

* b ■ b 

iniieota vel ex §. CL. transformata pro Arco yp poneodas vbiqae 'eft 9r-— ^. 

Corollarium 3J 
§. CLII. Sit b=: o , erit \p =r ir ^ c=: a» *» • I^de h^c cbtinetor Snmniatio : 

an 2» a-o ao' e a^ 

A.ta]2g. t-A.t.-^ — J-A^t.^^ f-. ..4-A.t.^ hetc.~ ^+ I • 

an' an' an' ' 211 -"4 a eor -^ 

X 2 3 X . 4n 

+ At 



IIO 



DB moaRBSSIONIBVS AXCTTM CXRCVXiABn^ 



f 



4-A.t.J 



c 



lin. 1 zc» cof. 



4n 



) 



•«WMiWta^^Mi 



1 

I 






•A.ti 



1 



(icj^cpf.i^^ 






2C« fin. 



l • 



4«» 



-,cof. Q 



ac« cof. 



4n-^ 



"t" J\» fc»j 






2cm fio. 



5* 



-|- etc. 



4*A 



l 



"-cof.G^*'^'~) 

^ 4B'' 



1 



Ctcir cof. _ J 
4n^ 



a^« fio. 



7»^ 



e 



"-cof. ( 



scr cof. 



4 <^' 



) 




■c 



etc* 



fin. I 3 e ir vof. 



(4l~ 



4n ^ 



2Cirfin. 



(41— 3 )tr 
4« 



f 



A.t 



•1 



[jem cou i I 

^ 4n . *^ 



fin. I zem 



J^ etc« 



— cof.l««*"f- J 

^ 4n ^ 



2CvfiB« 



(41—0* 



"^ _caf.("«of.^±z:!>:!) 

> 4n ^ 



etc. 



qui arcus contintiantar, donec nutnerum n compleanti fitte pro xi^pari fiat lr=: , pro 

n impari 1 :::= -JL. ; at pofteriorl cafu vltimae bigae Arcunm prlmus tantam fumttliyr :^ 

2 



A. tang. j 



f 



< 



fiu. I 2Cir fin. 



-) 

4n^ 



ZQW COf. 



— -cof. y^ 



acs fio. 



-) 

4 n-^ 



Corotlarium 4. 
§.|CLtIL Haec formula fimili ratione ac gcneralior $. CL. transforfflari poteft; 

(sn-T-Osr (m — O* (^» — s) « 
4 n 4 n 4 n 

drantem Arcunm: — ; 

4n 4n 4u 

terminua adiungitur primo, penultimus fecundo, et fic porro: tum pro fun:ma haec 
quoque prodit formula: -*— [- ' ' ■' . 



Afcua niBurum ^ — J— m ; ^ 1— ^ ^I 12-1 ; . . . . funt complementa ad qua- 

4« — 

3 ir 5 ir 

— ; — ; etc. Hinc fi expreffionis fununae (§. CLIL) vltimQs 



2 cof. 



4« 



+ A. t. 



QVORVBI. TAVaSinCW iBBCVV0VM XMUTAM XJI6BM PROCCDVXT. 



:rai 



+A.t. 



Ca c ir cdf. — 1 
4.n 



1 ' f fin fac» fin. ^^) 

lq:A.t.! — : ^^ Uil 



ft.c<r fin. 



2 c r. fin» 



,. '"_;., (."~r:JL)j ■ . » 






-A.t.j 



f 



fi c» cof. i!^") 

^ 4n-^ 



2Car ^. 



3«- 



_l+A.t.l 



< 



finll 2 cjr iin. 






l^ 



X 4n^ J 



ac« cof. 



4-A.t.j 



,.( 



fin. ( 4 c ir cof. 



4" 



) 



3C)r fin. 



5« 



-|+A t.| 



f 



t 

fin. (^ctr fin. LI') 



3C« COl. 



5« 



4» 



"-cof.(«c*«»f. ~)J 
— etc. + etc. 

vbi (igQa fuperiora valeot pro pari n , inferiora pro impari, Arcns cpntinuantar, vsgue 
dam numeros eorum ad n compieatur, 

Corottarium 5. 

§. CLIV. i) Pro n=: I et = a prodeunt fummationcs fupoi (§. XCIIL CXVIIL) 
innentae. Pro n = 3 eft : 

A.tafag.-4 — 1-A.t.-^! — |-A.t. - * „ 4-etc. 4.A.t.— ^^•••* 
^ i«+b^ 2^+b^ z^+b~ ~ x«+b 



'•f-acvfm. J-A 




fin. f 2cir cof. Q ) 



I 



— * 



A.t. 



. ^ 

— c«r. \3C n cof. C— ^— )y 



I ac.fin. (l-J!:) ^ ^__^ 



fia. f ac« fia. (— . Yj 



S 



1 



2Cfrcof.(^ ) " 



.!+A.t:l 



fhi. \%zm fin. 



) 1 



— cof.\^2c»fin.^ — - — )) 



ac n cof. 



1« «-^CUi. % «V» 11». \^ yy i 

«»• ftente ^^ = A. t i, et C = (a» -f- 1>*)tt. 

b 

Q 



l' 



..— cof . ^ 



\ 



xz n fin. 



a)Sit 



taa 



M^ 



1 



1 
a) Sit f> = o, erit A. t. 'l^A.t.'-^^A.t. 4+ . . . + A.t. 4 + «&. 



^^^^^ v^'Vi ^^^^M ••■• 



cir 



a cof. 



+ A.t. 



^n. f a c <r cof. «i-^ j 



la 



ic<r fiu. 



+ A.t 



fin.r 2Cflr fii>* — ) 



p; ^ ■ 

• "— «or\«c« fia. JL^ j 



-— cof.^acw cof. — j\ 

\ fio. ( tcircon I 

.A.t.: b il 



I 



2Cfffi|]..^ 



e ^ ♦_cof.r^cjrcof.^ J 

^ 4 ^ 



Eft «atem fin. 1. = cof. ^ = _L ; fin, I. = fin. ^^ = y. ^t~cor.3 o° _ 

4 4 Ta la 3 ^' a -^ ' 

rC^-^) -^* r(a~r3) = -i- (rs-i); et cof. i, = -^(rs+i). 

3) Pfon=4, habetur: --'-_ + A.t.^-f.A.t._JL_4....+A,t-Jl Letc 

,8+b • «8+1»' 3«+b ?+b^ • 

•«fin. .il [ fiii.(^3tf»cor. ^!lini^^ ) 



±4. 
- 7 + 



8 

fio. -^ 
8 



■~A.t.L 



[ fi-.Oc./b. fn*)j 



1. 



acircof. 



— *■ 



— ■« 



r-— ) 



ac,fii,.(;iz:i:) _^ [ 



— A.t. 



^ 



— cof. (^2c V fin. (! 1^ J 

fiD,^2c^fm.( ^^''n f)) 1 



-"'C~'^(^=^)j 



1 



icxcdf. c^*^^\ 

4) Inde eft pro b = o, . 
A.taDg.~- 4.A.t.^ +A.t. jj-H ^A. t.4 4- et«- 



1, pofitoc=s(a»+b*)'''^^//=sA.t.— . 



r 



^VOXrM TA9«K9TS8 nCTmyftt^ D ATAM LEGCM FROCEDVMTr 



za$ 



+ 



!:^4.A.t.L 






fin.i tcw tqf. — ^ 



a cof. 



I6 



2Cfr fin. 



> 



e 



A. t 



f 

V 



'^-eof.("*«»'"--j^) 



fin.r ac» fin / 



A.t 



1 



fin.^acir cof. i!!^ | 



3C)f cof. 



^ - 3* 



16 



10 



I 



acir fio. 



{' 



»*-.or.O— ^.^) 



4-A.t. 



£11.(20« fin. ^— ) 



a c » cor. 



10 



•r ^fp ^ 

Habetur verb Cn. — =:fin. svT"/ 



^ 1,8' . -^ •' ^ ..«' -^ 

cof. — — fio. — cof — + fin» ...^ 

16 16 !• 3* 16 id 

=: ■■ ■; oof. — = . ^ 

ra 16 ' ra • 

Corottarium 6* 
$• CLV. Summatioieriei:. ^ 

A. r* — ^ {-A.t.— ^ — 4-A.t. 

an , , * ao * 



an • 
5 +b 



-T- . • # "j* A. t. 



» +J> 3'"+b 

cx prior3>a« defioari poteft. Eft nimirom S. A. t. 



(«X— 0*°+b 



+ •** 



(•• fin. «tr 'N 



(«X— 0» + 5 



iooeDtis ((i^. 



CXLIX. CL.) omittenda eft pars — Jl, pro f fbpponeadQm — , et Arca^ omnes c«m 

2-3 

figno oppofito accipiettdi funt, ac deniqne in denominatoribiis* tang^otiom fignxmi *^ 
com -4* permutandum. Quibua ita obferuatis predit 



2n , . 
1 +b 



4-A.t 



3 +b 



■T^xL. t. _ "T* • . • rTT A* *•• 



a 



A^ 



J +b 



Q* 



(ax— 0"+b 



-+♦. 



za4 



0ft PROrt«KSyOMiaV& ^JtCVTIi CII^CVJLAfUVAf» 



Cfp fin. 



2 n 



2 fiu. 



2n 



— A.t. 



fin 



<r — 4^. 






1 f fiD.(c«cor.(:i±i)) 



cvfin ^-- — ^"^ 



|+A.t.; 



2 n 



fT— "J'. 



e 



f ■ 



+ cof. ( c fg.cof. (— )) 

IX ^20 ^*^ . 



cn&n.(l±±) 



\ 



+ i 






cjrfin r j 



^4-A.t. 



an 



3*—*. 



+ cof.Cc#'cof,(-^^)) 



" +cor.Gircof.(::il))[ 
fin.(c,cof.(ll±i)) '" • j 



c» fi«, (i^tf) 



3*+*. 



^- 4cor.Cc.cof.C^)> 



etc. -f- etc. 

cnias expreffionis termiDi eodem modo continuantur » ac §. CXLIX, i. e. vsqne dum i^ 
'Arens babeantur. * Quomodo baec expreillp transformari queat» ex §• CL. coUigttur. 

Corotlarium 7. 
$. CLVI* Eadem ratione fummare licet feriem cum fi^nis atterncmtibus : 



A. tang. 



an . * an 



I 4- b / 2 +h 



3 +b 



A.t.- 



4 +b 



-{- etc» 



Cum ninurum fit {§. XCIX.) S + A. t -rr— == i A. t. -^^ • A. w. x-^ . 

x» + b b U^^-_,| 



l2d fin. «frl 

k. t. \-^ ) f lam 



ex fummatione §. CXL. colligi poteft, eiTe fununamillius(briei.reu'S + A. t. 



I c« 

Jae 



fiD.ct=:i) 



20 



T 



A. t. < — , 

I . sc» fin. C- ^) 

I- tn 



.fi^(c,cor.(!r;i))| 



r c.fiD.C^) 



X +b 



2 e 



iin 



fin 



2 

+ 4> 



} 



2 n 



^+A.t. 



.(c,cof.(i±i:^)| 

2 n. ' ! 



ac, fin; (lili) 



i^ )-. 



2n 



, c„f!D.r£=!:) 

" '.fi„.(c.cof.(!l=i)) 

i.« t. 1 ■ M 



Cflr 



fiD.C^t^) 



— l 



2c«fin. Cl^) 
e — I 



4-A.t^- 



""^ .fin.(c-cor.C: 



s-r+K^i 



3n 



t)\ 



acfm. (llti:) 



2n 



etc. - -|- etc. 

qui Arcus continuantury donec eorum multitado numerum n compleat. 



j 



Corot- 



QVORVM TANaKirrKS SBCVirOVM DATAM lcaSK FROefiOVNT. 



"S 



Corollarium 8* 
•§• CLVIL Simili tnodoferies in£nita: • 

A. tang 1- A. t. [- A. t. 

. 2n \ ^» ' 

1 +b 



a 



(2m — i) +li 



(am+i) +b 



4- A. t. 



(4111 — 1) +b 



4. A.t. 



(4m + + b 



-|- ctc. 



fummatur. -Eft mmirwm pro n = i feu fcriel A. tang. — -f- A. t 



'A 



. ■ I 

4- Av t 1 1- etc. • fiimftia = _4- A. t. ] 

^ (jm+ir + b ^ m "^ ' ^ 



x-f-b ' (jui — 0* + b 

f ^ 1 

3 e cof. — fin. — — fin. — 



in 



m 



ni 



2f6n 
in 



m 



V 



\ 



e — 2e cof. — cor.T-* + cof. 

m Bi m 



Hlnc erit fumma ilHus feriei pro quouU n (dum *breuitatis gratia doo tantum Arcus, i]i< 
ftar omnium, in fummae formula exprimuatur), 



fin., — 
^"^ 2 n 



lU' 



■ l" • • • 



• m 



(iii. 



aa 



,«* 



-f A.r. ^ 



2 e cof. fin. — — fin. 

m m m 



m m ^ * •*' , ^ -'** 

e — — 2€ cof. "rr- cof. — +.coi. : 

w m iii 



^'- 



A.t. 



/ X 



2 c cof. — fin. — — liu. 

m m • ni 



■>'.. 



2 41 



/3l* 



i 



«I.T 



• ^, 



e .— 2 e cof. — - cof. 

Tw m 

' • 

— etc. 



2»^rt 



- J_ 



cof. 



m 



-|- etc. 

futpto .« = fin. l :^ J,P=cof. l J; 

it^ — fin. { ^^ ! -U jy a^ =:: cof. t i J ; et numero impari 



ia6 



OK FROGlUESSlOnBTS ARCVTM CIRCri.A]|XVlt, 



flX-|-i cxtenfo ab i vf-«iie ad n — i vel n» pronU n ftierit par vel impar: pofteriori 
autem cafa vltitnae Arcujm bigae altero omifTo, ita vt vtroque caru n Arcus in fummae 
expreffione occurrant. 



Problema XX, 
§. CLVIIL Summare feriem infinitam : 



A. tang. 



a 



A.t. 



a 



2n 



an— I 



+A.t. 



a 



ctc, +A. t. 



au. 



(2X— 



2n 



4.etc. 



Solutio. 
Ad difpefcendum terminum generalem in Arcus fimplices refoluenda eft ex 

§. CXXXIX. aequatio : z^^ ^ — a = o, vel z^ ° ' + ? = ^> F^^^'* ^ ^^^^ "^ 
par vel par, Hinc pofito a = f * ^ ', radices harum aequationum erunt: 



• •••■• 
z = 4- f l cof. 1- r^— I . fin, ( ) J 

z = 4. flcof. — f — i.fin.f ^ -1 



vbi pro aX-f- 1 omnes numeri impares ab i vsque ad 2 n — 3 fumuntur: prlma radix 
fpeflari poteft ceu eii^h^^^Xzzzzn — j deriuata et fimpliciter fumta. Ex prima ra- 

. *f rf 



dice oritur pars fummae fen fumma partlalis z=: A. t. e 



= +^A.t.e — —J. 



Ex reliqnarum radicum binis coninnfiis prodit fumma partiaUA (§• CXLIV* a.} 

•j- irr cof. — 



- A.t.<. 



an 



^ .1 cof. 



= + A.tJ L ZLl 

-f ,i2x+o^; 



ae 



_ col. 
» an — 



°-'-'-(t'-Ct.H/) 



laiu 



\ 



lam vero Arcns 



cum Arcubns 



QVORVM TANMHTES SE^VNDTM DATAM LfiGBM PROCEDVKT« 

(2D — 3)« On — ^^)* (211 — 7)» 



TZT 



2 n— I 



2 11—1 

4* 



2n— 1 

6ir 



> • • ♦ 



^ • • • • 



"I 211 — I 2n — I 

coniQnflim efiiciunt ir» hinc finus aequales, cofinus (pprfitos habent. ^Qn&rcy fi A m- 
marum partialium vltima fecundae ieidiungitury penultiau tertiae^ et fic porro, haec olx* 
tinetur 

Summatio* 



2 n 



.an— I 



.3D 



in 



A. tang. 



30 — 1 



— Aut. 



4- A. t. * — etc. + 

2n— ri ' 2n— I "^ 



A.t 



etc. 



(2X— 



au 



=r i f A. tang, le J 



!ir fcof. — — 
an — I _^ 



36 



cof. 
2 2n ->' 



± A. t • 



"'^ • cof. ( — • fin-. — ^) 

^ 2 - 2n — i^ . 

-- 1 

.n -: — I r 



coC 

2 2n 

2 e 



~' . cof. C— • ^°- y 

^a 2n — i^ 



f 

( 



3^ 



•fcof. -± 

2n— I 



+ A. t. l 



+ etc. 



-^ cof. 



26 



N 2 2n — 1^ < 



vbi figna inferiort pro n pari» fnperiora pro impari n valent Arcns in expreiBone 
fammae continnantnr^ donec pemeniatur ad , fea donec adfint n Arcns, indufo 



i. tang. (e 



fi! 



a 



an— I 





ZZn A. t. II i — ' -gf A. t. \ I , 



«f 



«f 



2« 



, qaae ei^reffio oft<B> 



iit 



i;it5' 



DE PROGRESSIONIBVS ARCVVM CIllCVLARn^M» 



dit, Arcum primum eadem. lege progredi.( ob cof. :z= x, fin. — -• — — - q j, 

ac ceteros, ilhim vero dimidiatnm accipi debere, quoniam ipfe fydiOTy ex quo oritur, 
firdglex, nec quadraticus, fumifur. 



Corollarium !• 

§. CLIX. . i) Cafus n=i et z= a fupra §. CXet CXXVir. expofiti funt. ^ Pro 

f* f* f^ f* 

— — A. t. — 4- A. t. — - — A . t. — 4- etc, 

i* 3* 5^ 7 . . 



» = 3 cft- A. t. 



4- A. t. 



A.t. 



fcof. 



1 



e 



« t ^ 9C 

— cof. 



I 



t 



2e 



T . „,('!,. r) 



+ 



• A. t. i 



(cof. 



2* 



-^ cof. 



ae 



. cof. C — - <'"'• — 3 



?, vbireperitur cof. — — cof. 36^ 



29t . 



-j(r5+0> fi^-- = ir(io— ^rs)-. cof. — = cn. i« = i(rs~r); 

5 " ' s 

5 
a) Pfo n r:=,4.prodit 

A. tang. — — A. t — -f-A. t. 

frf • f f r ^' 

ir Jt cof. 

2 - J . 7 

A. t. e 4" A. t. 



..7 



etc. 



cof. — ^ 



1 



lae 



sr i cof. 



3« 



- A. t« \ 



.S4- A. t. i " ^ —' 



I 



ni ^2n 
cof. -^ — 



l 



2 e 



•«>^-(t^":T^) 



— . cof. 



t • 



ae 



; . cof. i^— fin. -^ 



Corot'' 



QVORVM TAHQmm SKCVHDVM DATAH LBOSM FReCEDVKT. 

Coroltatinm 2. 
^. CLX. Simili ratione fumtnatur feries infiBita: 



xa9 



A. t. 



— A.t. 



^-fa 



2Q 



Om — 



T— — 4-^ t. 



A.t 



(am + i) 



m 



<4m — 



2n 



-f A.t 



ctc. 



Eft Diiniriim fomma ex ^. CXIf 



(41» 4-1) 
C"— 0*(m— . . 1 "' "^ I 

l ~ ^ 



)' 



• • * 



A.t 



f 



i* 



— cof/ 



m 



fin. 



IB 



>— ^t/ . •rUX+'l). ^ , - *(2X+lA 

j -f- — r ( COf. ■ + T^—- I » fiO. ■ I r- J 

I m > . an — I , an— t ^ . ^ * 

l 



m 



A.t 



iin. 



m 



^ 



m ^ an — i an — i ^ . » 



— cof. 



etc. 9 qoae fublatia qiiaDtitatibns ima|^riia abit in ; 



g (an — O(ni-^0fr ^^ ^ 



fSn. 



m 



am 



m * 

10 — cof. — 

• m 



1 



. • 



— «^ 



1 



A t 



a (in. — • e 
m 



cof. .i.^ — - fin. — . 



m 



ro 



j 2»S 

I • m 



• • . 



— acof. 



m 



m 



. cof. — +cof. — l 
m ml 



famto f — a ; s = f cof, » t =: f fin. 



(aX+Oir 



M 



2n 



; et extenfo nnmere 

impari 



; 1 



; ( 



I3P 



jDB pKoaiisssioNXBvs iiKCWM cmcnJoavHp 



impari a X-j^ x ab x vsque ad a a. — 3 ; ^gDia praetereft faperioribus pro ioipari n , 111« 
ferloribus pro pari afTumtis. Arcus iu fumroae fo^mula primus exhibcri etiam poteft 
tanquam dimidium eius arcus, oui vltimo loco prodiret ex arco geaerailf fumendo nu- 
merum imparem 9^4"^= ^ ° *"* z« • 

Problema XXL ' ' 



§• CLXI5 Summare feriem infinitam : 

211 

^- ^^'^S' .^^_L^ *rA« t. 1^^ — -|-^A. t. 



I+C + d 



a +a c+d 



3' a+b . 

3+3 c+d 

ax, + b 



4-A.t. 



X +CX +d 



r|- ctc 



Solutio. 



i) Pofito X n::ii, terminus, generalia =r:A.t. 



= A.t. 



aa + b 



4n 2n . 

X + cx +d 



u^ + cu + d 



in binqs Arcus difpefci poteft. Qnem in £nem ex praecepto §. CXXXIV^ 3« refoluenda 
eft ae^uatio : 

n* -f- cu-|-* -!-(•» + '^) '^ — 1=0; 

tis imaginariae in hap expreilione occurrentis ad fbrmam ^-j-SSr"*"* l renocatur, de« 

finiendo % «8 ex aequationibns : 2f* — 95* =: c*— 4d — a*; 7(Sd = ac — ab* 

^(c_30 — (a-^85)ir — I 
Tum fit radicum n vna = ' — , altera 



-(c+a)— (a+»)r— I 



• Quare prodeunt Arcus fim^ 



plices A. tang. —fi?— ^-A.t. \ ^ . — A.tr ""'"^ :> Qoantitates 2f, 93 

2U + C+4 ' au + c — 91 u*+cu+4 

ex aequationibus commemoratis ita etiam exprimi pofTunt : 



A. tang. 



cot: ^ 

a (a c — 1 b) 
c* — 4d~ a' 



cof. ^ 



a) Quibus praemif&s terminus generalii ferlei in probtemate propofltae in binos Ar« 

a + 8 a— SB 

cus refoluitur: A, t. - ■ ■ et A.tang. ■ _^ — —. Quare feries fum* 



ax +c + 8r 



a» +c — 81 



manda 



«TOKVM TAxuims nevmru datam legbm YRoeeDVKr. ^3^ 

fna^da in dnas diTpefcittir, quarQm vtraque ex PrdbK XIX. §• CXLUC fommal»* 
lU eiL ' 

^cholion I. . 

t CLXIL ' Refotutlo A. tangl -r-; r— in \iixos Arcus fimplJccs fcquenti etiam 

au + b r ' F 

ntione tentari poteft. Pofito A. t. -r-; \ — = A. t, — -— + A. t. -*-t~ =3: 

^ tt* + cu+d n + g ^ u -^- a 

(f+F)a+Gf+Fg ^ . 

^- ^^- o^^-(g+G)u+gG-Ff ^ '^'^^^''^ ''"''"^'''" aequatoones : 

i)f-fF=a; a)Gf-fFg=b; 3)g4-G = c; 4)gG — Ff = d. 
Qnae aequationes fi more elimtn^tionis vfitato traftenturi prodit tandem aequatio com- 
pleta quarti gradns» difficilis refointu. His difficultatibus , quas refolutio ex regnja 
5. CXXXIV. 3. euitat, hac quoque ratione occurritur: Obf4-F = a etg4"G = c, 

<x (i) et (a); ponatnr F = > f «=: — ; Q = , g = ; tumaequa- 

tiones (s) et (4) in has abeunt: 

(c + 0(>— s) , (c — r)(a+s) c* — r* (a^ — «») . .^ ^ 

+ =b; = d; id eft 

c* — .4d — a* = r* ~ s*, et ca — rs = a*b, 
Hinc oritur aequatio biquadratica ^ quadraticam reducibilis , fitqne 

c* — 4d — a» , //rc»— id — «S* • . ^ ^ « - ^ 

r»— ; 1- rvC ^) +(c«— ^'>)V'^°*^*' ^^* '» ^ 

g prodeunt. Quantitatea r et s cum %y 93, $• CLXI. conueniDnt 

Schotion 2* 

$. CLXm. Eadem adhibita refolntione fummabilis eft feries Problcm. XXI. 
(§. CLJCL}, dnm figna altemantur; nec minns feries^ cnius terminns generalis x^^' eft 

a(ax— i) +b 

= A. t. ■ ' ; porro etiam feries haec : 

- (2x— 0*°+c(ax— i)^° + d 

• + b af^m— 1) +b 



A.ta.g.7q:7:j:^+A.t. 



(am — 1} +c(2m— r) +d 



+ A.t. «C»'»+0^''+b ^ . . . (e£ 5. cLvn.) 

(ain + 0^"+e (am + 0'"+d 

R a Ex 



T3st OE niMRjcssioxfBvs ARcrvttf cxRCvukRn^My qyoRTX TAinixims etc. 
Ex nsdem principijs fummare'l!cet feries, quarom termini generales x^ funt: 

ax + bx +c ax + bx + cx + d 

A. tang — , A. tang. 1 — r- cum aliis 

X +;5x* +yx +iJ x' +^x + yx^. + /x +f 

feriebus , quae ad harum fimiiitcdinem effbrmatae funt. • Quae tanen omni% cum ex 
praeceptis generalibus fupra Aabilitis , atque ex fummationibos hafteoos fktis ample eoo- 
lutU repeti qileant , fufius iila perfequi fuperfluom videtur. 



**i 



NOVA 



NOVA DISQVISITIO 

DE INTEGRATIONE AEQVATIONIS DIFFEREN- 

TIQ - DIFFERENTIALIS: 

x*(a+bx°)d»yf xCc+ex";dydx+(f+gx°)yclx* = Xdx*. 



J 




NOVA DISQVISITIO 

CE INTEGRATIONE AEQVATIONIS DIFFERENTIO- 

DIFFERENTIALIS: 

. x»(«4-bx°)d»y +xCc-|-ex'')dydx-f.(f-(-gxn)ydx» =Xdx». 



**Cuin ad aeqaationes difieTetiHal» , quae generaliter integraii.neqaennt methodis adhuc Tfitatis» per» 

. uenkur , aon parivn aagmenti analyBa accipere cenrenda eft, H cafas fat^em particulares afHgnen- 

tur , quibus integratlo locum inueniat. Oum enim integratio caftium ab integratione generalis 

' aequationis non pendet , eo magis erit abfcondita atqoe inuentu difficilis , quo minus per genenip 

.liqres integrandi mefliodos perfici poteriL" 

JL. Bvi.ERys Comment. Petrop. T. X. p. 40« 



§. I. 

/\eqi7ationis » qaam hoc loco euolaendam rafcipto, accnratios confiderandae OGCafionem 
mihi praebuit bifquUitio , quam eram aggreflus , de fummis ferierum hypergeoraetrica- 
ram: quippe fammatio ferierum hypergeometricarum fecondi ordinis ad integrationem 
aequationis difierendalis ifta forma praeditae reduci poteft. (^) Quae tamen ipfa aeqoa- 
tio cum ab aliis Analyftis iam pafiim traftata faerit, ceperam prlmo conftlium, ea, quae 
alibi extabant inuenta ac demonftrata, tanqaam Lemmata in vfos meos adhibendi. Quum 
vero caufiae propias accederem, vidi, haud pauca» fi non pludma, in hac quaeftione 
enodanda adhoc fuperefie^ eamque nec fatls fimpliclter, nee fatis generaliter traftatam 
fdxfle, Quare hunc laborem denuo fufcipere , pro fcopo illo quem mihi propofueram, 
necefle erat: idemque nec aliis foperfluum vifum iri fpero. 

S. n. 

Aeqnatio*commemorata (^^)» praetereaquam quod fummatio ferierum hypergeo« 
metrlcarum fecundi ordinis ab eius integratione pendeat ($•!.)> alios infuper variosque 

' habet 

(*) De notione huiusmodi rerierum , earum , qnas voco f trdmihus ac lUmmls am^lius exponetur Fo* 
lumini afUro. ^ 

(**) Cam forma generalior, pro quaX denotat quamuis funCkionem t«x, ad carum (impliciorem X^o 
rednci q^eat ($» LXX.), de hoc maxime calu in feqaentibas fermp «rtt 

S a 



■ i 

■i 
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habet in Analyii vras. Qnafe plerique anAores , qni Calculom integralem fofias per* 
trafbaront, iliam qnoqne aequationem ad examjen reuocarnnt. Piarimam vero ac ite* 
i^ata vtce m ea integranda occupatus erat jl. £Vlekvs: primo quidem in Commenta* - 
tiqne de aequationibus differentialibus certis tantom cafibos integradonem admttteftti- 
bos (^) , quae tota io confideraiida noftra aequatione verRitur ; deinde in Inftitt. Calc. In« 
tegr. Vol, II, cuius Capp. VII et VIII (pp. 18^7*53) eidem pecuUariter deftinata fimt, 
-quam tandem poft editum illod Opus denubin ilngolari fchediasmate contemplatos 
eft(**). ' ■ 

Ea, quae evlervs praeceperat, alii deinceps auftorcs, bou<iainvill]^(***), 
P. P. LE s^UR etjACQUiER (f), cousrN (ff), etc. maximevel adduftumCom- 
mentationis primo laudatae, vel ex Inftitt Calc. Integr. propfoerunt (fff). 'Com vero 
rdcentior feo tertia kvleri traftatio nooas exhibeat meditationes » prioribos fopple* 
menti inftar adiongendas: qoo exa6^ias conftet, qoid de noftra aeqoatione inoentym iam 
lit ac traditom, breuiter illius fummam commemorabo. 

Quoniam aequatio , niJi ad feries infinitas confogeris , vniuerfalit^r integrari ne- ^ 
qoitf cardo quaeftionis in eo verfator, vt dederminentur cafus/qoibos integrationem 
admittat. 

lam ffimo offert fe cafos integrabilis , dom aflbmta ferie ifidefinita coefficientes 
aeqoationis ita determinentor, vt feries alicobi abrompator (a). Qoa ratione ( vel i^i- 
teediate , vel mediate » praeuia fcilicet' transniotatione aequatiohia per Xi^Bftitotionem) 
prodeont teqoationes conditioi^es blnae fequentes : 

* f +X 

(•) Commentar. Fetropol. Tom. X. pag. 40 '55* , * 

(•»} Nou. Gomm. Petrop. ,T. XVil. Petropoli MDCCLXXIU. ConfilieratiD .aequaUonis diflereAtid- 

diffcrentialis: (a+bx)dda + Cc + «») — ~+U+8x) =• Cpp*xa5-I54-). 

X XX 

(***) CaicuU htfinittfimaHs Pars IL fea Calculus integraUs, expoiitus o)>ere Bipartito D. B&ugahtmtte, 
ex edlt. Parif. anni MDCCLIV et MDCCLVI. in Latinum' conuerfo a C S. S. L MDCCLXIV 
Yindobonae 4. (Part 2. StGt. a. Cap. 9. pp. 205-329.) 

(t) Eiewefts de Catcut Integrmt^ Seconde Partie» par les P. P. /0 «SVmt et St^qmer, \ Parma 
MDCCLXVUL 4. (Cap. VIIL pp. 4»o-44o.) 

(it) Lecons de Cafeut differefttiet et de Calcut rutegrat , par M. Coujla, Paris MDCCLXXVIL g. (II. 
Ptrtje Chap. VIII. pp. 497 •> 508-) In editione tittius operi^ altera» qaae naperriroe proditt» 111« 
fcripta: Trait/de Catcut Dijfereutiat ei Catcut Integrat^ par }. A. J. Qmfm^ de rinditut National 

des Sciences et das Arts» k Paris, fan. 4^^ — j79<(» aequatio differentialis eadem omnino rap 
tione, ac in editione prima, tra£tatur (II. Partie pp. ^8-76.). 

Ciit) Mettitationum Ceieberr. Lorgna circa eaqdem ae^uationem infra (§. LXIX.) mentio ttV 

(a) De methodo, per rerits integrandi, cf. ioprimis III. Kaeflueri Analyf. infinit. $-419 fq. Frofcle^ ' 
mate $. 462. p. 404. aequationis noftrae cafiis partiCQiaris refolttitur; de quo inffa amplitis expo- 
■etur (f . XLVm.> 



0S INTEaRATIOKS AKQVATI0NI8 .mFFSRBNTIO - DIFFERSKTIALTS. X37 

.^4- Ct *4.in)( A -^-in — x)b'-f YA4.in)e=ro; 
▼fci X arbitrarie, et'i numero cuiais integroy liue affirtHdtiuOf fiue negaHuo aequalis 
Aimi pdteft. *Huneee tDaximtf caAun integrabiieni , qnem aequi^tjones iftae coniunftim 
flffuttt, ^tts am^te eubfuit' ^vifinvs in Inftitt Cak. Integr. pro valoribos afiirmatiuis 
Jtamerl i, eund^mqiie atl negatiuos etlam patere, obieruauit 1. c. pag. 258* 

Praeter hunc cafum frimum^ qui ab Au6toribas modo laudatis tanquam tm>£r«#.pro* 
fertur, in recentiori Commentatlone evi.i£rvs «m^ fnfuper cafus fingutares exhi- 
b^ilit , quit^us aequatio itiden^ eft integ^bilis : fingulares inquam » quippe quiuis eorum 
certam ac determiojitam relatibnem inter co@fficientes aequationis fu^ponit» cum ^ontra 
cafus primus ob quantltates K et i indeterminatas lifitiorem ambitum habe^ (^). • Metho« 
dus, qua ifti cafus reperti funtt huc fere redit. Qnaeritur multiplicator formae 
Pdy<^Q'dx, per quem «eqoatio diffbrentio - diffiereatiaiis propofita prima vice inte- 
grari iTea ad primum ^radam deprimi qaeat. Cuius aatem fiiftoris inueftigatib rorfus 
perducit ad aequationem difl^ntialem fecundi gndus: quae et ipfacom direfte et ge- 
neraliter integrarl nequeat, aiKihiitut' «lus integrale certae formae algebraicae^ quo quidem 
in aequatione ada fubftituto , rite peraftis calculis inaemuRtar debitae relationes inter 
coSfficieutes ae^uati^nes primitiuae. Sic tandem prodeunt cafus fequeates (^) : 

bOa+c) b(c + f) 

'. ;*):«'=? • — — y%=^ ' —7— 

- • • •' '^ bo •'•■;• • • • bf . 

- ••*)«=: . T' •• -• '•«=• T' ' ■ 

3a . . ' ^ • 4aa 

^ b (a 4- 3 O ^ bc(c — a) 

.. f< ? ~ , la '^ ^— 4aa 

.X ^ b(3a +3c) (ac — a)(2c — ja) 

< . aa . ' — i6a 

O. b Ca + 3 c) (2c — »)(jc — 3a) 

e = — ; f = " — — 

2a ■ i6a 

♦ •'x . (• — «b)(abc— a«) c(e— 3b) 

'^ ' = ^ 4bS ' «= — — 

flV f t^^~^)^*^~3*) (b~2e)(3b-^<e) , 

9){= c(c-aO ' ^ ~c(^ltb-.>ae+bc> „ 



qaibot 



(*) (^ialnor bomm nonem calbimi ad calbn pitaam 
tofra demonflrabitur ( J. LXVULi 
J I. €• p. I.5J. 
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quibus aequfttioBes difierentiales priiTii gradus afligt}aQtnrv ad qt»^ tequatio <eci]o4I gra- 
dtts redufta eft. Qua saitem ratiorie ,»(he aeqi^ationes , et ipfae diflGicilea Jntcgfatu , vl- 
terius fint traftandae, vt folutio conipleta ob^ineatur;, haud oftendit kvl»rv««. 
At pro cafibus 3; 4. 5« 69 in aDxiiium adfumto alio. mciltiplicatore mag^ jparticu-^ 
lari» qa^ ^^'^ partes, ifi quas aequatio diuidi poteft» f^jrfini integriibilea .reddat, ^^PHf 
tlones differentiales primi gradus feparatas exiiibuit: qui igitor quatuor cafua iiogttlareg 
teuert pro integratis habendi funt. 

% nr. ' -^ ' 

« * 1 , 

•Quo eorujaij quae deinceps proponenda funt, fenfus et nexns clarius per^ipiaAturt 
^ re effe videtUrf de methodo, in vfum adhibenda, ac delis^ qiiae illius auxiho inud- 
nire mibi contigic , pauca praefari. ^ 

Cum aequatio propofita certis tantum caiibu integratiopem admittatf eacQtumode 
ita traftari pofle videtur, vt pritno inueftigenjtur cafas infuo g^nere Jimpluiffitnif quibua 
integrale . fpohte innotefcat.^ Deinde aequatio \n «lias forma limiles traj^sformanda^ ad 
easue reducenda eft: vnde ex caiibtis fimpUciilimia alii ipagis compoixti 4idedique inte« 
ffrabiles oriuntur. Quo vero cafuum integrabilinm. tra^tio vna ij^r^ prpcedati 

I^ Capiti prima de transformationibus et reduStionibus aequationis propoiitae quae^ 

rendum eft. Transformationes nituntur vna fubftitutione : [y =xP (a-|- b x*^) %v, 
cuius ope tres aequationes transformatae, propofitae fimiles, reperiuntun JRe^ 
iuSio finndamentalis fimplici omnino ratione cfctinetur , dum aequatibnis dlfiPeren- 

tialis» propofitae quoad formam fimilis, differentiale r^^ fumituf, et.aeqpatio inde 
nata ipfi propofitae aequipollensftatuitur* Ex hac reduftioney primo qnidem ad 
cafiim f = O9 n = I reftri£ta, ope transformationum commemoratarum aljae re- 
dufUones fponte confequuntur^ quae rite combinatae perducunt tandem ad vnam 
reduftionem generaliorem. - . ^ . - 

II) His praemiflis Cap. IT« Cafus integrabites ipfi euoluuntur» Fundamenti loco po« 

nuntur duo cafus fimpllciifimr: * - «• . ~ . .. > */ 

a) Primus per fe manifeftus eft, profrro^gzro. Ex quoi^ <ape transformatio- 
num et reduftionum Cap. I. r obtinetur cafus generalior primusf idem quem ab 
aliis auftoribus ex^ affirmfa ferie it^efinita deriuari fupra (§. U.) di^um eft. 
Quanquam hic cafus fatis iam notus fit, eundem tamen denuo confiderare haud 
foperfluum d)u4« .Metfaodo hic «dMbila prodit expre4ie.fiDitft pro y » i|b vfitata 

I j . ^ quoad 

«*— c f 4 a b -» -2 a e 4- b e^ 
<•♦♦) 1. t« p. 150. foottiirig rsp, ■ ! , ■ i i ■ M ., !■ f nJ I , idemq^ itecata rjce occ«n:it. p. %i%\ tW 

♦ «a ^ ':, , 

vero pro 4 fcribtodum tiTa 1» accuratiore calcuU txatnine codQpertum babeo. i t* . 
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qnoad formam omnino diuerfii, ^^aeqpe ctitH fimplicior efle videtur, tom loco 
integralis particulgfh ftatim comptettm exhlbet. Praeterea ad varias obferaa- 
tiones nouas deduftus fum , quad rion tantum ad ipfum diafiim primnm- fpeftaiity 
verum etiam generalert eamque completam aequationis differentialis per feries 
faltem infinltasl integrationem iUuftrant. Inde faftum eft, vt haec noftra trafta- 
tio paullo prolixior euaferit, quo ea, quae poft aliorUm ftudia defiderari adhuc 
vldebantur, fupplere, atque fingula diftinft^ fetis et accurate euoluere liceret. 

b) AUer cafus in fuo genere fimplicifilmus oritur, ponendo c == ~,e=b,f=ro^ 

n — x; cuius integratio haud diiRculter eruitur. Ex hoc porro cafu, adhibitis 
reduftionibus et transformationibus Cap, L , tres tufttj generatiores deriuantur, 
qai, refpiciendo ad primum (a), fecundus, tertius et quartus vocentur, hi ni- 
mirum: 

a) e = b(-^4.(4+r+c)i.)i { ^±((S, ^^^ ^n^h-r+d*) 
3) e=b(-^4.a+r+^n)5 g_i-((^-,y~n* (j-^+ey) 

quibuB Don tantum aequationem integrabilem efle demonftrari poteft, verum et- 
lam integralia completa per expreffiones finitas fatis fimpiices deinceps' euoluea- 
tur* Qui tres cafus , praeter cafus fingulares ab £ v l e r b prolatos , ceu ex- 
empla particularia , innumeras infuper comprehendunt aequationes differentlales 
fecundi grados > ab Analyftis hadenus nondum integratas : quippe. pro r et g 
fumi pofi*unt numeri qniuis integri tam affirmatiui quam negatini. Itaque iis, 
qaae de noftra aequatione ab aliis iam auftoribns tradita fuifte fapra (§• II.) res 
tDli> quaeque praeter exempla evleri fingularia primum tantum cafum con« 
cernunt , euotutione reliqttorum trium cafuum generalium augmentum haud me* 
diocre accedit. Ceterum ipfae formae integralium in fequentibus exprimendae 
quodammodo membrabiles efle videntur, cum in aliis integratiopibus fimiles for« 
mae nondum fuerint adhibitae. Ita prq tkeqmtione Riccatiana^ quae dudum 6x* 
haufta videbatur, quanquam haud nouos cafus integrabiles , nouam tamen eamc 
que concinniorem integralis expreffionem ad iftas formas accommodatam eidii« 
bere licuit (*). 

CAPVT 

Q^y Dum in hac fcripHone rerikrer, iocidit in manus iiber,' profbndioris analyfeos ((leciinina exhibeos, 

snfcriptus : Memoirts anal^tiquis par It Comte R. dt C. i MiIoh. MDCCLXXVI. 4. Prima com* 

inentatf& ^it de ipfa noftra aequatione. Auf^or praemictit quatuor tbeoremata generaliora, aequa* 

. tioaes Unekrts fecuadi ordinis conceraeDtia, Deinde ad aequatioaem propofitam fpecialtm trans* 

iMtf, 
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CAPVT L 

DB TRANSFORMATIONIBVS ET REDyCTIONIBVS AEQVATIOWIS DIFFEREN- 

TIALIS PROPOSITAEp 

PROBLSMA L 

§.IV. Aequaaoncm: o = x*(a4*x?)d*y4.x(c4-ex'*)dydx + (f^gx'')ydx»- 
in aliam limilis fortnae transfbrmare , ptt) qua exponens n iit = i« 

Solutio. 

i) Aequatio propofita, cuius differeatiale conlbns eft dx, fequenti modo exhibeatur : 

dx tum 

leps» carum primum Integrabilem ex ferie iodefinlta petendum breuittr commemorat, prooocans' 
ad ea, qaae amplius iam expoHta fmt in Inftitt. Calc. Integr. EmUri, Tun^ quinqae cafus inte* 
. grabiles fingulares («^aratim traftantur : via quidem indireCbi , dum fcilicet integralia per formu- 
las tranfcendentes finitas expreflk alTumiuitHr» ex iisque demum aequationis co(ffficientes deter- 
minantur. Qui eafu» cmn caiibos 3. 4. 5. 6. g in recenttore MuUri commentatione (II) demon« 
ftratis omniuo conueniunt. Porro probi. 4. 5. d. Tariae transformationes aequationis exponuntnr; 
ex iisque tandem concluditur, innumeros dferi 'cafas iategrabiles. In qao igitur auftor vlterius 
progreiTas eft, quam Eulerus, Qainam vero fiot caAis ifii integrabiles , et quaenam its integralia 
refpondeant, oec ille oAradit. Ipfe potius in limine xommentationis ait : acquielcere fe^ **de faire fenthr 
i» mfe0fiie\ d^examiner encore plus aprofoud cette imporiante et Jinguliere equation.*' Subditutiones» 
quibus vtitur , quaeque ad Euleri praecepta (Cap. IX. I. c.) efiformatae videntur » ita funt com- 
paratae, vt, nili noua adhibeantur artificia, vix pateat, quo pafto eae pro lubita continuaiidae, 
earumque ope integralia fiot definlenda. Hlnc forte fa&um eft , quod praeter cafus quinqae prae- 
diftos baud infuper alius cafus etusque noui ititegrationem exblbuerit. AfFerit porro , transforma- 
tlones iu infinimm variare, earumque numerum haud agnofcere limites, indeque etiain nroititadi- 
nem cafuum integrabilium offe prorfus iiiexbaufhim: verumtamen plurimas transformationes tam 
compUcatas euadere , vt difficile foret, regulas faciles condere, quibus dlgnofcere liceret, num 
datk quaepiam aequatlo fit intcgrahilis ^ag. lU. XXIV.). Ex quo immenfus labor in abfoluedda 
hac, de qiia agimus , dlfquifitione , i. e. complete enumeraudis cafibus integrabilibus , tisque rite 
^ integrandis, poflulari, quin id , qnod in hac quaeflione maxime defiderandutn erat, vix effici 

pofTe videtur. Quid enim iuuat, nofTe, aequationem Innumerrs cafibus efle integrabilem , nifi 
fimul certa lex conflaret, quae fingulos hosce cafUs contineat, et ad quam quacuis aequatio pro^ 
pofita, num ea fit integrabUis, examinari queat: nifi porro ipfa integralia a£iu euoluere liceret? 
Verum enim vero rem fecus fe habere , ac ex iflis affertis coiligi poterat et auftor .opinatus eife 
• videtnr» ipfa noflra tra^^atio abunde teftabitur. Adhiberi nimirum pofTunt fubilitutiones et redn* 
fiiiones fimpliciores , vei potius vna fubflitutio , vnaque redudio fufficiunt. Sic omnes cafas intc- 
grabile», praeter primom , , ad tres generales , eosque facile dignofcendos, redeunt: et i^tegraiia 
formulls fenfu analytico oronino fimpiiclbus exprimuntur. •- Quae haftenus di£^a commemoranda 
videbantur, partim quoniam libri in hoc genere egregii et parum noti mentio erat facienda; par* 
tim, vt inteliigatur, poA bunc etiamjaborem nouum conamen, via planiore fufceptum, ac ad 
abfoluendam qukefliouem imperfef^am omniuo reli£tam , eamque prinia fpecie quafi infinitam« tea* 
dens, oeqaaquam fuiile fuperfluam» ' 
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tnm differentiali fecando ad formam primi rednfto» illius differentialis conftantis hand 
ampliu» ratio eft habenda<, verum aliud qaodpiam pro conftanti fumere licet. 

I 1 — X 

fl) Quare ponatur x* :=;^, eritque x = X^ > ^^=^ — X "* 4x-> — =^ 

n dx 



I — I 

n 
^X d 



1\ hinc fumto d% pro differentiaii conftanti (x)> prodit d T Jl J ^r 



n;U "—1^.11^1 ^yy °dy. Proinde ex aequatione propofitafeqaitur: 

N n 4:*. • -i. 1 a(n — i)+c . b(n — Q+e , f . g 

3) Pofito igitor c^ = , e^'=: — , f^ =— , g*= -t; 

n n n n 

Solutio problenoatia ita exprimi poteft : 

v« n V% 

Aeqnatio o =x*(a-}-bx )d»y-^x(c-}-ex )dydx-|^(f-f-g )ydx* 
abit in hanc: orzx^C^+IJX^d^y+XCc^+e^x^dydx+Cf^+g*^)?"^^*» 
fumto X—^ > ^^ ^X P^^ differentiali conftanti, quod in priori aequatione erat dx. 

Corottarium. 

%' V. l) Sicuti fecunda aequatio (J. IV. 3) ex prima deriuata eft, ita fimyi ra- 
tione vice verfa haec ex illa reperitur, feu aequatio, pro qua eft exponens n:;=:i, trana- 
mutatur in ^liam, pro qua n quemuis valorem recipere poteft. Co^fficientes nimirum 
ex his formulis prOdennt: c=:nc*— a(n — i); e^ne' — (n— *i}b; f=n*f'; 
g=n»gK 

a) Hinc apparet , pro noftra aequatione fufficere confiderationem cafus n — 1 , (^ 
eaque quae ad hund cafum innetita fuerint, cum quoad transformationes aequationis, tum 
quoad ipfam integrationem , transferri deinde poffe ad aequationis formam generaliorem. 
Ita* quidem traftatio fequens omnino fitnplicior concinniorque fit > et calculomm amba* 
ges haod pKrutii contrahnntor. 

Pro- 



(f) Sic etlam Eulefus N. C. P. Tom. XVII. cafum n = i connderauit; nec vtro ea, qoae pro hac 
forma particulari* demonOrata funt^ ad formam g«neralem extendit 
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Problbma . II. 
S.VI. Aequationcm : o=x*(a+bx)d»y+x(c-f-ex)dydx+(f-|-gx)ydx» 
ope fubftitotionia y=:X^(a-|- bx}^. v in aiiam limilis formae transmutare.' 

Solutio, 

i) Logarithmice differentlando ex fubftitutione aflTumta fequitur: 

dy pdx I bqdx • ^v , 

— _ j« ■ ■ M -j- — . Repetita differentiatio praebet : 

d*y' dy* pdx* b*qdx* d*v dv* dy» 

7 -yr = — -^^S (I+np + -; ~' bincquc fit, addendo vtrinque— , 

£V_^ ^ >dx* , abpqdx^ . b*q(q->i)dx* . /'pdx , bqdx \dr d»ir 

y — IP W^^ "rx(a+bx)T" (a+bx)* "T^Vx +a+bx>T+T' 
a) Qaibus valoribus fuppofitis, aequatio problematis abit in hanc: 

^ = *^' + ^%l;? + ^+x(c+ex) , A-^+P(P-0(a + bx) 

+ , b^qCq — Ox» , , , . , bqx(c+ex) . 

fi«e: = x»(a+bx)d^v4-x(o-j-2pa-f (e-f 2pb4.aqb)x)dvdx 

-f(f-fpc+P(p — 0»+(g4-pe+P(p— x)b4-apqb)x).vdx'» 

+ ;i'r;^0+ f^+^^^- b)x)vdx». 

3) Tam facile apparet , tfequationem transformatam ^propofitae qnoad formam fimi^ 
lemreddi, fi.fraftio, quae vltimum membrum implicat , tollatun Quod quidem du- 

plici rattone obtinetur, fumendo i) q=o j vel 2) * >■ ^ _ — .^ jd eft 

4) £x ffHma pofitione fluiC , 

Transformati» prina. 
Aeqoatioozrx^^a-f-bx^d^y+xCc-j-ex^dydx+Cf+gx^yJx» abit inhanc: 
o=x»(a+bx)d«v -f- X (c-l-apa 4.(e.f a,b)x)dvdx 4- (f-f-pc -I- pCp— i). 

- +rg+pe-(.p(p— j)b)x)vdx* 
•dhibita fobffitntione y=:x''. v. 

5) Ex altera pofitione fit coSiBcIens t» vdx» in aeqnatione tfanaformaU (a)v 
= f-rPC+P(P--i)«+(g+pe-fp(p-.i)b-f.apqb-f.bq-L)x; 

10 qoa exprefllone cogfficiens Tjfx eft —a 
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«4» 



=g+pe + P(p-x)b + pb(r+~f)+b(i+-^~Y)(p+7) 

= g+pb(p+7) + b(x+:-f-f)(p + -^) 

-_g-^b(p + i+-^.— — ) Cp+"~)' IndeJiaec prodit 

Transformatio fecnndiu 
Aeq™«oo=x*C*+bx)d*y+x(c+ex)dydx + (f+gx)ydx* abit in luiic: 

Os=x»(a+bx)d»v + x(c+apa+Ca(p+i + ^)b — e)x)dvdx 

+0+p«+p(p-O«+(g+bG+i+7"-7)(p4-7)>)'^'*'* 

+ c e 

«pe fobftitDtioiiis y = xP(a-f bx) * ^ . v. 

6) Qoi bini modi, (4) et (5) cxhibiti, aequationem transformatam datae fimilem 
feddeodi; qoanqnam primo obtotu foli locom habere vidiraritur ; tertius tamen modos, 
iaqoe minoa obuios, fopereft. Statoatur nimirum f+pc4"P(P — 1)« = ^» ^^ ^* 
gnla aeqoationia transformatae (2) membra per x diuidi poffont. Quo h&o^ ac pofit« 
inftiper a-|«bx = *— bX, prodit aequatio: 

• =sX(a-f bX)d*v— (c+apa— (e+apb4.«qb)(^— )ydvdX 

+ (g+Pe+P(p— »)b+3pqb)TdX»-.^(c--(e+bq~b)G-V~);»«^ 

fioe, per X nraltiplicando: 

o=X*(a+bX)d»v+x(-.c+a(~.+aq) + (e+apb+aqb)x)dvdX 

+(aq(-i+q~t— l)+(g+pe+p(p^i)b+ apqb+qe+q(q-»)b).x)vdX». 

CoJSfficiens t2 X in vltimo membro hnina aeqnationis eft = g+(p+q)e +(P+^* 
j — Cp+9) b = g+(p+q) (e+b(p+q — i)). Exlnde fcquen» oritur 

Trafisformatio' tertia. ^«v 

Aequatioo = x*(a+bx)d»y + x(c-f.ex)dydx-f (f+gx)ydx» abitinhanC: 

o^X»(a+'bx)d»v+x(— c-fa(-^+aq)+Ce+a(p+q)b)x)dvdX . 

4- («9(7"-7+q~0+(8+(p+0(b(p+q— »)+0)x)v«i»* • 

T a ' ". ' pofito .- 



•• • 
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pofito y rr x"(a -|-b x)^ . V , et a -|-b x — — b X. QaantiMs p deiinttnr ex aeijBt- 
tione qaadraticao=:f-|-pc-|-p(p — jja. In prtori aiequatione dx, in altera dX pro 
differenitali conOanti iiabetbr.; / 

Coroltarium x. 

§. VII. Catn in tranaformationibus prima et fecunda quantitas p , in tertia q ar«. 

bitrio noftro relinquatur', qoant-itfttetn arbitrariam ita femper determinare llcebit, v^ 

, 'membri vitinii aequationis transformatae alteruter termiDUs enanefcat. Hinc apparet, in 

^aequatioue noftra femper poni pofle f *— o ; omnemque igitur inueftigationem verten- 

dam eiTe ad aequationem hanc: '. 

o = x*(a4-bx)d*yx-[- (c-f-ex) dydx •^» gxydx* 
fiue o = X (a-(-bx)d*y -j- (c^-ex) dydx -|^ gydx*; 
qnlppe» quae pro hac forma reperiuntur, ad formam generalem fponte traduei poffunt. 
Hoc proccdendi ihodo calculi admodum contrahuntur. 

Coroilarium a. . . 

.§. Vlir. Haec ipfa aequatio: o = x^a-j-bx)d*y-|- (c-j-exydydx-f^gydx* 
ope transformationis i et 2 (§. VI.) triplici ratione in formam fiihilem transmutarl pot« 

eA. Pofito nimirum in transformatione (i)p=:X — — j obtinetur: 

m. 

j) o =: x(a + bx)d* v+ [aa — c+C^ + ^b — i-f)x)^vdx 

^ a • ' 

^ a b a -^ 

vbi eft y = X ■ . V. % 

Ex tranrformatione (2) fequitur, pofito primnmip = T— — , deinde p —.0 : 



c 



* • 



a) o— x(a + bx)d*v + (aa — c+(4b — e)x)dvdx+ (g+ab — e)vdx* 5 

r— i c 1+ c -*- e 

exiftente y = x- ^ (a + b x) * ** . v 5 

3) 0= x(a + bx)d* v + x^c + (ab+l^— e)x)dv<fx 

+ (g+-c^+-^~^);vdx- 

I + c' — • 

exlftente y — (a + bx) • ^ . v. 

CoroU 
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» 

Corollarium 3. 
5. IX. Pofito a-{-bx=r — bXt aequatio: 

0=X(a-f bX)d*y+(— c-f— + eX)dydX+gydX*; 
^ae ipfa rurrua triplici ratione » ex §pho praecedeote, transformari poteft. 

Qorollarium 4. 
$. X. Transformationes trea §. VI. iouentas ad aequationeoi 

M as 0v 

o— x*(a-j-bx ^d^y-j-x^^c-l-ex )dydx-|-(f-j-gx )ydx* 
extendipofley ex §. V* faclle intelligitur. Ita oriuntur aequationes transfbrinatae fe-* 
qaentes: 

Aeqnatio transformata z. 
o=rX*(a-|-bx )d*?-|-x(c-|-2pa-f (e-[-apb)x )dvdx.-j- 

(^+Pc+p(p— i)a-f Cg-fpe-f-p(p— z)b)xjvdx*.j 
pofito y = x*^ . V. 

Aeq.aatio transformata s. 

o =:x* C^-f^^ J**^ -f x(c-f ipa-f (aCp+n-f^^)*^^®)* )dvdx;. 

a D A • 

pofitoy^x^^^.-f-bx") "* "^v. 

Aeqaatio traasfoFtnata 3. 

o==X»(a4.bx")d»v+X(--c-fa(-^+anq— n+t)4.(e+ibCp-H^o)x"jdydX 

+(anq(~ — -i + n(q— i))4.(g4.n(p^-q)(e+b(n(p+q)-i)))X")vdX*; 

pofitQ y=rx *^(a^-]-bx r.v; a-{-bx— — bX ; f^-pnc-f-pn^pn — i)a=:o; 
et fumto d X pro differentiali conftauti. 

Scholion. 

$ XT. Transformdtiones prima et fecunda ex iis etiam derinari pofifunty qnae ex- 

tant apud evlervm Inft. Calc. Integr. Vol. II. Probl. 125. pag. 354. 456.), quae- 

que hunc. in vfum amplius euo^uit Auftor fupra (§. III. Not. *) laudatus. IWtiam vero 

traniformationem, jec ipfam deinceps vtiiiter adhibendaro, vterque praetermifit. Cete- 

nim 
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rum EVLBRVS de vfa transforofuitionatn in integranda aequatione noftra iic ftatuit (L 
c. pag. 272): *^ope huiusmodi transformationnm vix vnquam nouos cafus integrabiles 
erui ppjfe;** qnam feutentiam minas veram effe, exCapite fequentl fpoufee eiucefceti quo 
quippe omnino noul cafus integrabiies eruentur» 

Problema IIL 

§. Xn. Aequationem o — X (a-|-bx)d*y-|- (c-|-ex)dydx-|-gydx*(§, VH.) 
ad aliam, fimiiis formae, redncere. 

s. 

Solutio. 

9 

x) CoDfidentQr aeqnatiQ fimiiis propofitae : 

o = x(a4-bx)d*z-f (c'-f eix)dzdx-|-g^zdx», 

elnsqoe differentiale q^uodnis r^'*'" fpnuitar ; erit : 

d'" ( (ax-f-bx*)^ »z) = Cax-f-bx»)d '+*z-|- r(a-f- abx)d*T'*z.dx-|i^!^ abd*"* . dx» ; 

/ ((c^+eix^dzdx) -r (c»-j-e»x)d''r'z.dx-f r e» d*" z . d x» 

^'"(g^zdx*) = g^d^z.dx». 

Hinc obtinetnr : 
' o — X (arfbx) d^^+^z-f^r^fc^-f. (»fH.e*)x)d''+'z.dx+(r(f— i^b+re^+g^^d^fcdx» . 

o z 

d) Qtiae km aeqifiit^o vt com propoifita conueniat, ponatur — t=y; ra-|H^'=€; 

dx' 
arb-|-e^=re; r(r — i)b-|-re^-|- g^= g; et eritc^~c— ra; e^^e — arb; 
gi --.g — re^ — r(r — i)b=i:g — re-|-r(r-[-i)b« Inde haec prodit 

Reduftio fundamentalis* 
Aequatio Osrx^a-J-bx^d^^y-J-^c-f-ex^dydx -|- gydx* reducitur ad hanc: 
o = x(a-|-bx)d*2-|-(c — ra-{-(e — arb)x)dzdx-|-(g-f-r(r-|-i)b — re)2dx*.| 

d z . 

denotante r quemuis numerum integrulUy et pofito y ^ — • 

dx V 
Corottarium* 

$. Xin. £x hac redoAione, qnae, rerpeftu ad fequentes habtto, prlma voeatur, 
tres nouae deriuari poiTunt» dum binae aequationea dilFerentiales (XII. s.), quariim prior 
reducendd^ altera r^ififfaappeiletur, tribus modis §. VIII. exhibitis iransformentur. 

x) Quodfi nimirum aequatio propofitat prinsquam ea reducatur, ex (§. VIII. i.^ 
transformetur, ex transformata orietur aequatio redufta haec (§. XU.)^ 

Or=:X 



^DB tHTBJStiAnom AX^rATlom^ DZVFJERENTIO r DtPFCRSimAJLIS» x^s 

0=x(a-J-bx)d^z-|-(aa— c — ra-|-(e-|-ab-- _f — 2rb)x)dzdx 

a 
a b a « . 

exiftente y=:X »•▼» etv=:^ — . Qnae aeqoatlo rarfbs ex ($. VlA. x.) tran8« 

. dx' 

formetur» tam prodibit transformatae membri fecuodi cq^fficiens primua =r:' 

aa — (aa-— c— ra)=sc-|-ra; coiffficiens alter = e-j-ab — l^ — arb^^ab — 

2-(aa — €•— ra)=:c; membri tertii coefficlens 

=^g + a— -)(T~-)>> + r(r-i)b-re + !l5f 

a b a a 

+ex+-+0(-f + a---ar-«+JL+r)lr 

a b a . a 

.= g + ('-- -)(-.- ^)b+r(x-x)b~re +!liS 

a b a a 

— (r— j)rb+(r^i)(±^-i)b+ ^(_!,— ^-r)b 

b a a b a 

■— g, fublatia partibas fe mQtno deftruentibus. Hoiua aequationis poftremae quantitM 

— x+ c + r . 

Sncognita vocetur Z f eritque z = x * • Z. Inde haec oritur 

Reduftio fecunda. 
Aequatio o = x-(a-|-bx)d*y-|- (c-|-®3c)dydx -f- gydx* reducitur ad hanc: 
0=rx(a4-bx)d*Z 4-(c + ^^ + «*3*Zdx4- gZdx*; 



•xijftente y = x * d 



dx"^ 



-ft) Simili ratione adplicctur transformatio (§. VIII. 2,) «<i reduftionem (§. XIL); 
tum erit redufta primae transformatae : 
0'= X (a-J-bx)d^z-|^(aa— -c — ra-|-(4b— e — arb)x)dzdx 

-f-(g-|-ab — e.f-r(r + i)b — .(4I) — e)r)zdx*; 

I— C l + c— c 

et y r=: x • (a -f- bx) • *> d^z: dx'^; qua redufta fimiliter transformata, 

fit membri fecundi co^fficiens prfmus =raa — (aa-«-c — ra)=c-|- ra; coefficiens 
alter — 4 b — (^b — e — arb)— e-f- arb^ membri tertii colFfficiens = 

g+ab 
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g^ab — «-{-^(^■f'')'* — ^^^^ — e)-|-2b — (^b — e — •arb)=:g-|-'^C^"^^)'^4*^^' 

i-^a + c + r I +a — c . — r — 4+ e + 2r 

Eft porro « = x * (* +*^*) * ^ . Z 

c +r -— 1 ■ « — • c +r — E . 

^j^t (a-|*l^>)^ * • Z; Inde nafcitnr haec 

« 

Reduftio tertia. 

Aeqaado o zir x(t-f-bx)d*y-|- (c-f-ex)dydx ^gydx* redit ad hanc: 

= x(a4-bx)d^Z+(c4-ra4-(e4-arb)x)dZdx4-(g4-r(r— i)b4-re)Zdx*; 

i_c i+c — e /^c + r — 1^ e-*-c +r — l X 

pofitoy=:X «(a-fbx) * b.d^^Vx* (a + bx)*> • .zj 

■ ' ' ' ■ ' '■ . 
r 

3) Ope transformationis tertiae ($• VIIL 3.) fit rednAa prlmae transformatae : 
o = x(arf-bx)d*2-|-x(c — ra -|- (ab-f- e — arb)x)dzdx 

+ (g + — (^H ^^^''(r+^)'^ — r(ab-f.-- e))zdx*; 

et pro tr^aformata hmna rednftae^ membri fecnndi co^fiiciens primos = c — ra; co- 

3 b c 3 b c 

efficiens alter = ab + — abr ~ (ab -+ — e — a;rb) = e; membri 

» a . 

tertiicoefficitos=:g+-4(i+-^^ -J-) + «*(r + i)b— r(ab + ~ — c> .|. 

C C 2 C 6 

b( r)(i -j r — a— * — -{ j- ar) = g. Inde prodit 

• * ■ " • 

^ Reduftio quarta, 

Aequatio o=:x (a-|-bx)d*y -|- (c-|rex)dydx -|- gydx* reditadhanc: 
o=:ii(a + bx)d*Z + (c — ra + ex)dZdx + gZdx*; 

pofito y=:(a + bx) * *> d^V(a + bxi ^ • .zj 

4) Aequationes.redoaae tertia et quarta (a. 3.) ex prima (§. Xll.) et fecunda (i) 
orinntur, dum nun;iero integro r valor negatious tribuitur. 

Froblema IV. 

§. XlVt Ex reduftionibus praecedentibus (§. XII. XIII.) nouas generaliores dc- 
ducere. 

Sohlr 






\ 
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Solutip.* 

Harnm reduftioDQm bmiie inter reconiungi poflunt, ita qnidem, vt aeqaatio pro- 
pofila primum ex vna formula reducatur, efr redufta delnceps rtirrua ex altera formula« 
Sib noaae oriuntor reduftiones, eae^ue generalioref;, quippe quae duos iam mimeros ia« 
tegroa arbitrarios r et ^ inuoluunt. Pro reduftione nlmirum primo adiiibita loconumeri 
integri r pomitur g , pro altera aatem litera r feruetur. 

t) Qua ratione fi redu6lionea fecunda et jirima ($.XIII. r. XIT.) combioentar» iila« 
qae primum, deinde liaec aeqaationi propofitae adplicetar: tum faaec oritUF 

ReduAio ppima. 
Aeqnatia o cs= x (a-f*bx)d^y -f- (c-|*ex)dydx ^- gydx^ redocitarad liaiic: 



exiftente y 



= x • d^Vx • d^zj 



dx'+' 



a) Ex fimili combioatiooe r^daftionum quartae et primae ($• XUL 3. XII.) prodit 
leqoens 

Reduftio fecunda. 
f Prior aequatio (t!) redtt ad hanc^ 
Q — x(a-^-bx)d*B-|"(^ — (^ + ^^^^-f-C^-^ arb) x) dzdx -j- (g — re-l-r(r-{-i)b)zdx^; 

pofitoy=:(t4.bx) * ^ d^V(a4-bx)«> * A^J 

.. . . dx 

3) Combinentur porro reduftiones (ecand^ et tertia (§. XUI. x« 2.)» ^ obtinebitur 

Redaftio tertia, 
pro qua eft aequatio tedu&i: 
0--.x(a4-bx)d*x4-(c-f (? + rya-f-(e-f 2rb)x)dzdx-}-(g-|-re-f-r(r — i)b)zdx*; 

fttbftituendo , . 

*' . I— c > '+^+1'— JL Z' ^'^'^^ — * J. — ^JL — ^'^^ — * >k\ 

yix. •d«\(H-bx) » / »>/Vx* (a+bx)b » .z)J 

4) Tandem ex combinatione reduftionum qaartae et tertiae (5* XIII. 3. 2.) con- 

fequttur 

Reduftio quarta. 
Aeqoatio o = x (a-f*bx)d*y -j- (c-|-ex)dydx -f- gydx* reducitar ad hanc: 
l\']t:} V = x 
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o =x(a-J-bx)d*«+(c-|-(r — C^a-J- («4-*''»)^)^^* + («+'" ')-'■(*' — i)b)zdx2 ; 
poQto 



y=:(a+lw) 






.dx'+' 



i^ 



. Coroltarium» 

$• XV. i) Aeqnationes quatuor redaftas, praecedehtt §pho exhibitas, bac vna com« 
prehendere licet : o j=:x(a-f-bx)d^2-f«(c-|- (^* — '0*4" (^ — arb)x)dxdz 
4"(B — re*|-r(r-(-i)b)zdx*; oo^odo obferufetar, nsnmeros integros r et ^ t^mt iij^r- 
matiue, qoam negatiue accipi pofTe; Altecntro eorum euanefcente prodeunt redafUon^ 
$$. (XII) et (XIII). Sic igitur reduftionea hafteuua demonftratae 2A'vnam omnes red« . 
eunt, eamque ob vaiores Tofv r et g indeterminatos late patentem. 

2) Quodli aequatio redufta complete integrabilis eft, exinde fimul innotefcet in- v 
tegrale completnm alterius aequationis ; qutppe exprefiiones pro y inuentae (§• X1V«) 
daas conftantes arbitrarias inuoluent , ex valoribus Ttf z ortas. 

Scholion, 

x) Enumeratio quatuor comBinationum , (5- XIV. ) Hcet incompleta, (fex enim 
locum habere colnbinationes xonftat) , noftro tamen iini fufficit; quippe reduftiones 
X et 3, 2 et 4 (§§. XII. XIIL) inuicem conlunfbis haud quicquam noui praebere, fl8-> 
tim inteliigetur. Nec minqs manifeftum eft, iteratas combinationes reduftionum 
§• XIV. inuentamni haud nouns foppeditare reduftiones. 

2) Quanquam redu6tiones ifiaftenus expolitae ad aequationem o = x (a-f-bx)d^y 
-|^ (c-f-ex)d^dx-|-gydx^ fpeAent, eaedem tamen etiam ad aequationem geBeralio* 

M ^% ^\ 

rem: Or=:X^(a-f-bx )d*y -|-x(c-|-®* J^y^J^+C+B^ )yd;**tran8ferripoffunt; 
haec enim femper ad fbrmam priorem reuocabilis eft (§§. IV. VIL), Cum vero redu- 
ftiones iam demonftratae ad ernendos cafus integrabiles fufficiant, reduftiones aequao 
tionis generalioris amplius euoluere minus neceiie effe vjdetur, Transeamus potius ad 
id^ cuius caufla maxtme haec praemiiTa funt, fcilicet ad ipfam aequationis noftrae diffe- 
rentialis integrationem ^ quae qukndo et ^ubmodo peragi queat , difcfoirendum' eft. " : . 



\ \ . 



fc . 



CAPVT 



I- l^ 
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CAPVT il. . ; ' . /: 

. INVESTIGATIO CASVVM INTEGRABILIVM, ET EVOLVTIO INTEGRALIVM 

ILLIS RSSPONOENTIVM. 

Articvlvs primvs. 

• < • • ^ , • '^ ' 

Euolutio cafus iutegrabilis primi; 
rna cum obferQationibus .nouis circa iDtegrdtionem aequa|:ioni9 differeptiays propoiitae 
,. generaleni eanique completam per fer^es faltem infinitas* 

PR0B1.SMA V. 
J.XVII. Integrare a<55iM.tionem differentklem ^ Oi=;x(«-^bx)d'y47(c-:J-ex)dy<Ix. 

Solutio. ■'• . ' • ■ -» 



• » . • 



- E, £y 3. — f^+»»J , f^ -_ _ l£2f J. ffl— e")dx, ftqnitbr per integmtionein lo* 
dy x(a+bx> «* ' """ ^ garithmicam, ob d X conftffls, 

a + bx 

iog. — \=: lig. iT— — log* X 4"~ C "V ^°B* (*+l>J^)» denotanteM conftan- 



c c— - e 



tem arbitrarlam. Hinc pbrro^fit il — :Mx «(a-f-bx}* ^ , etmrfus fumendo 

, dx 



* y =: N4rM/x » (a+bx) * ^ dx; quae^ formula ob binaa conftfmteft 
K et M praek)et integrale completum. 

' ' ' " Corotiarium. 

J. XVm. Aequatiob =x(a4-bx)d^y 4-(c+")ixdx + gy^** ope f «- 
duftioDis ($• XIII. 3.) ad hana reducitur: 

©^x(a4-hx)d*z+(c4-ra-f (e+arb)x)dzdx -f- (g4-re + r(r — iH)zdx*. 
Pdfito iam g=si~re— r (r— i)b, aeqoaUjO redufta :ex pfablemate praecedmiti irte- 

gra^ilis.erit; eft niminnn z.—Nrf-M/x • (a-f bx) » ^ »» , dxo Hin? etfam 
aequationem priorcm : o = x (a -f* bx) d *y -|- (c -|- ex) dydx — (re -|- r (r ~ i) b) ydx* 
integrare. licet', euius integrale ex (§. XIII. -3.) fic exprimitur : 






ix' ^ 



L ^ . T a Pro 



Pro z valor modo exfaibltus ponitur^ et pro r nQmerus quisque integer aflimatluus 
fiimi poteft. •. . . . .,,-..;. 



h * 



§. XIX. Inuenire integrale completqm aequationis : 

o r=: X* (a -j-bx)d?y -j- x(c -|- ex)dydx -j- (f -f:gx)yd x* ; 
4um inter eius oo^fficientea hae relatiotteS' locuth habeant:' 

f_^pc--p(p— i)a, . g = — e(p±r>— b(p±V)Cp'+r-^x)i' 
denotante litera p quantitatem arbitrariamy et f numerum quemuis integrum. 

Soltftio. 

Aequatio' propofite op^' transfbrtbtftjonum ($• VT.) fempef^tn aliaurtransmutari pot- 
•ft, cuins membri vltimi primus cofefFiciens euanefcat (§• VII.). Quo faAo integratio 
praecedentis §pbi adhibenda efl-. lam pro ambigulcate fignorum rS r (^ui abfolute fem- 
|Mer Dtnneram^ affirmatiuum (Ignificet).duo cafua dliberiiendi funtf. quorum prImua-'ope- 
transformationia prinuie ($• VI. 4.)» Alt^rper fecundam (§. VI. 5) tra&etur. 

i) Pro figno tS r affirmatiuo adfaibeatBrtransformatio i (§• VL 4.)^ et aeqnatio 
noftra mutabitur in hanc : ' * 
o — x*(a-|-bx)d*v4- «(c+^P^ + C^ + ^P'')*)^^^^ 

+ (f+Pc+P(p— 0*-f(g+Pe+P(P-^0*)Ovdx*v 

pofito y r=: X . V. Quae iam aequatio differentialis , vtex§. VIII. integrabilis fiat , fta- 
tuendum eft primo: f=: — pc — p(p — i)a; deinde g + pe + p(p — i)b=: 
~ r (r'-*-!)^ — r(e+apb), fiue g :i=: — . e (p+c; •— b (p (p— 1> + r(t^t) 
+ apr) =r — e(p+r) — b(p+r)(p+r— i). Tum erit ,. . 

I— c — 2p i+c— e ./r «^+*p4?r— ■' c— c+r— I "v 

■v-^Ti- • (t + bx) • •*<! Vx' (a + bx)'» * ,«y 

... r- 
1 • nx , 

vsAe fponbr>coaiieqiiitm pro jiitegniU<aequftfclnu8 pr^opofitaet y— x^ r =3:. ^* ' ^.?yl 
x ' « '^ (a + bx) ' * ^d\^ ' ^ '(a4:tx>»' ' »^ ' ^ \'. 7:}&^:^^ 



» T. > 



1 ' f» " )• .;«. . ' -i 



•• « y 



• « 



c — ^sp — r . c — e^ — j: . . 



Eft autem 9 (§• XVUL) = N + M /jt « . (^i^W)* ^ ^dTc^ 

a) Pro fij2;no tSr negatiuo, of)e^^transiPc^nla|tpnis a *(§. "Vf.^^']Pf pofito *Iteru!fe 
f == — pc — p (p — i) a, aequatio noftra abit in hanc : 

Or=x 



£ V 



^ 



DB XNTEGRATIOKS AEQTATigVIS DITfSSSOTIO - DIFFSRENTZAIJS. . X^I 

O = x(a + bx)d^v + (c + 3pa + (2(p4-i + — )b — e)x)dvdx 

Quae rt ad formatn integrabilem (§. XVHI.) reuocetur, ^onendanv eft.: . 

Loco qiiaiifcitatis plntrodacatur alia P, vt fit p*f-P ;= i i — — ; tom priaa aequatio 

a 

conditionalis pfo f praebebk fimileni : f zr: -*^ Pc ~P(P--'j)a; ex^ altera pro g prodit 

g.= — b(a~^P— — )(i — P)— r(r— i)bwr(a(a~-P)b— e) 

__b((a— P)(i--P)4.r(r— j)-far(a— .P))+e(i — P + f) 
__b((P~i)»4-r*— 2r(P~i) — (P— 04.r)4.eCi~p4.r) 
__e(P— f— i)_b(P— i— r) (P— a-^r): • ^ ' 

lam pro integrali aequationis transformatae o5t'netur (§• XVIII.) v — 
X— ^c— 2p ' i-f-c-f-ap — ?/^p+x + <^ A + ^ •« 

X ■ (a + bjc) * 



r ^+ «P+r — t 2 /-p+i + t_N — je_— jc-- 2p+r— I V 

..^''Vx» (a + bx)' » .b * T.K, 



dx' 



lihicque fit • * . * - .. . 

i+c— e X— c«»p ^ c+ap+r— I i + c-— e+r v 

y = xP(a-fbx) » b;v=:3i. a d^Vxa (a+bx) * *^ . z/ ; 

_c — ip.»r _2_c+e— * 

vbi eft z±=:N4- M/x ^ (a+bx) * ^ ., 

Ad feruandam analogiam cupi integratione praccedente (i) fcribatur r loco r-|-i> tum 
aequationes binae conditionates: 

^ f= ~Pc — P(P— i)a; g}^_e(P — r)— b(P — r)(P~r— i) 
prloribQs (i) omnino fimiles funt, nifi quod in fecunda numerus integer r figno ncga- 
tiiio alFejlus fit. Quibus igitur acquationiSus inler coefficreotes locum habentibus ^ in* 
" tegralc completum ae^uationis propofit^eficiexpfimereiicft: '' ■ 

— c — 2P"*"r c— e+r 



__ X « (a4-bx)« ;^> .z). 



dx 



(a 4- bx) 



,;• exJAentez— -N+M/x.* , (a-f bx) l> « . . dx. Cwo/- 



*..• * 



TS^ 9m,A DI8QV18ITVO 

CoroUarium r. 
(. XX. Ex praecedenti problemate fiicile colligl potefb, qaando «eqaatio generalior : 

o — x*(a-f-bx*^)d*y ^- x(c4-«x'')dydx4-(f4.gx")ydx» 

integrabills futara fit. Haec enim, pofito x —x^ ^^^^- ^^ fequeQtem (§• IV.): 

Qoae aeqoatio tnmaformata» indeque etiam prior, ex §, XIX. integrabllia erit daplici cafa. 
' i) Pnmiix looum habct/fi faerit — = — p( ) — p(P~i)»t fi**^ 

m 

f — -— anp(n— i -|-ti(p~-i)) — npc =:— anp^np — i) — cnp^ porro 

^ = ~(p+r)(}^ari±h!)_(p+r)(p+r--l)b, iiae - 

g — — b n (P -|- (n (p -j- r) — i) ^ e n (p -|- r). Integrale fic exprimitor : 

y_^n na (a+b;^) ^^"^^d^^X " °" («+*>>:)"*' °^ .«-/; 

•^•■■■■•••■•^•■.••■■►«"■••"^■""^■■■"■•"•■•"» •^^^■••■•■•■■■■■■^■B 

— i4^t — c -.-ay-^ c — e— -r 

vbi dl 2=sN-|-M/;C ■ "* (Mb;c)"* "*" '^X* 

2) Prq altero ctfa, fine figoo Ttf r aegatiao«x §. XIX. St ponendnta eft: 
f= — anP^nP — 1) — cnPj etg5= — bn(P— r)(a(P — r) — x) — en(P— r). 
Tum prodit iafegrale hoc: 

(. I — c — aP + r— 1 _c_« — e+r ^ 



r 



1+ c+aP— f e — c — r— I 

e»iftente2=N+M/x " ** («+b;c)''^ "* 

Corotlarium ^, 

%. XXI. Scripto (5. XX. I.) p pro np, et ($• XX. a«) p pro nP, ex haftenos dc- 
monftratia haee tandem fequitar 

* Intigratio eompUim 
' Cafus primi. 
Dnm blnos coSf&cientea f, g hiace aeqaatlonibtia exprUnere liceat : 
f = — ap(p — i) — cp; g = — h(p±ar) (p± nr — x) — e (p±nr); 

^ denc^ 



t€ INTKaRATIOKK AtQrATfONXS DTPrERElf TYQ - DTmUimALf 9« X^^ 

■ 

denotante p quantitatem arbitrariam» et r numerum quemnia intigrum: integrale com- 
pletum aequadbnis dijfTerentialis 

= X* (a^. bx^^^d^y-f- x(c+ex*;|dydx -f (f+gx°)ydx* 
forimilis fequentibos exhibeCuri 

l) Prb ligno t3 r affirmatino: 

1 •!— c — pN i-f-c — e y^ I . c+ap— i\-|-r c— -c+r— I ^- 

;— 1 ^ c+ip— •i\— r-^i c— • — * r 

•xlftentez=N4-M/;t "^* ^ (a^-bx)"* ".^ . d^. 

a) Pro figno negatiuo: 

2. r— i/^ -r-_i_/c+2p— iyfr — I ^— J.+'^ \ 

I/C+2P — 1\ e— c-.-r— I 

pofito z =: N -|- M/;^»» ^ • ^ (a+bx)"** "' • ^X- 

Vtrinque ;^ =: x , et in formulia quidem integralibos d ;( , in ipfa contca aeqUatione 
integrata dx pro differentiali conftanti habetur; N et M funt Conftantea arbitrariae. 

Corotlarium 3. 

§• XXn. Cafus^ quo b vel a euanefcit» feorfim traftandus eft. Tnm quidem in* 
tegratio fundamentalis ($. XVII.) rite inftituta quantitates exponentialea inuoloet. Hinc 
etiam ceterae integrationes exinde deriuatae alterantur. At vero hoc regreffu haud bpu« 
€&, quippe ipfae formuke generales ($. XXL) pofitioni b vel a =; o adaptari pofliint, 

""" n 

modo notetur, efie pro quanlitate O) infinite parua feu «uanefcente, (i 4*^^)/^ = ^ » 
vbi £ denotat bafin logarithmorum hyperbolicorum (*)• Inde habetur pro b = o^ 

0+-Z>'=0+~-)"' = E*". Qutreprodit " 

>• a ^ ^ e an^ 

1) pro 

\ 

<•) EuUri Introdoaio in Anal. inf. Tpm. 1. paf. 91. Bafis logarithQorom fiiparb. commooker lit^a 
e infignitur: quae vero cum hoc loco co^fficieoteni denotet^ pro bafi lifk literam malorem£ ad* 
hibiiL 

/ 



X54 7 ^OTA wwQyramo 

i)'!)^© figno tS r affirmatiuo: ' . ' - . - * 

,a) profigtto negatiuo: ' . ' •" 

^ ^^^ >^ —j^x-jc^+tp — iN + r— I — ex X 

yr=:%° d^Ax °^.^ -^ ;E^ft.z>/; 

'■ r— I ^ ' 

^/•jc_+ap — r\ — r ?2 . - 

pofitoz=N+M/;{:«^* ^ .E".d;C. 

Sic igitur integranda eft aequatio differentialis ; 

0=:ax*d*y 4- x(c4-«3t°)dydx-|- (f-j-g^ )ydx* = o;^ 
pofito fimul f = — ap(P"-^)— cp, etg = — e(p + ?F)j fiue hasce aequationes 

in vnain contrahendo, £ = *( — +nrjr i nx). Simifi ratiOne cafias 

X e ^ ^ a . e -^ , 

a=:0 traftandus eft. Quiqtie etiam ad priorem b=:o reduci poteft: diuidendo - enim 

4 

per X ,aequatio pro a=o hancformam induit: o=bx*d*y-|-x(e-|- cx ^dydk 
"f"(8"4" ^^ °)ydx*, quam ex formulis modo exhibitis integrare licet. 

Scholion» 

§. XXIII. Integratio Jpho XXI. exhibita fiftit cafum fttis iam notum; quemque, 
vti fiipra diftum (§. IL), pro afiirmatiuo valore t2 r ample cfxpofuit, prortegatino bre- 
uiter faltem attigit evlervs. Methodus, qua hic cafus a ceteris etiam au6loribus 
fupra laudatis demonftrari folet, nititur afiumtione feriei indefinitae, cuius exponentes 

' 'et coefiicientes determinantur: vn,de etiam ipfum integrale per feriem, fcilicet abrumpen- 
tettf, exprimitur. Noua methodus, hoc loco adhibita, eam quoque copimendationem 
habere videtur, quod expreiSones inde deriuatae forniam naflae fint analytice fimplicio- 
rem, caedemque ftatim exhibeant iutegrale comfUtum. Nec vero fuperfluum efie vide- 

' Air, oftendere, quo pafto ex hisce formulis integralirf par^^Vi^/flna concLnnius ekprefia, 
fimulque ipfas feries vfitatas deducere liceat. Ouod quidem in fequenci problemate, eius- 

' ique corolhiriis, perficietur. • - ; 

PROBLE- 



t 

l^ INTBdllATIONa AXQfriCriOiaS .DJfTSIIKimo-DlPFElUCKTXALrS. . tss 

_ Prodlema VII. 

§. XXIV. A^quatlonis.dlffereBtialls §* XXI. complete integratae» exhibere lot-e- 
gnde particutare. . ^ i. 

Solutio. 

Cam in fornmlis integralibiis §. XXL iniientis qaantitates N et M fint conftantea 
arbitrariae, earum vnam M =: o ponere licet; vnde confe^uuntar integraiia particula-» 
ria. Eft/iimirnm z=:N, hinc'prodit •• • / 

x) pro ilgno numeri iiitegri r aifirmatiuo: ' 

:..l/*cN ,c e 

3r=Nx^>- a /(a.f.b;c) " "J* 

./^JL(^I.+ ap_iVr ^-±+r-A 

- r i ^' » 

« t) pro $gno negatiao : 

^ ,, . ^ ■ ■ ■ I j j f i I III . 

Vtrlnque eft ;^ = x" , et N conflans arbitraria. ,,, 

Cor^U/yriuw^- i, - 

§.XXV. i) Supereft, vt eX hisce fbrmntt» fa^ cMclnnl^ feries vfitata/, ijnU 
bus integralia exprimuntur, deducamus. Quem ip* flnem difFereqtialia altiora produ- 
ftorum ex poteftatibus t5 v in poteftates t3 %-\~ b/> eaoluenda^umt. Confiderenius 

' ■ , »^. ..",'.' r r 

ff^o cafum (§. XXlV. i.) figni t3 r afficmatini. Ij(m conftat, .efle d (uff) zr: ud v 

if rdud^-t-*.^Y+LiLpi2'd*ud^— ^v4-etc.; porro dV =f^.v'(v.-rO • • • 

(»-|»+i)x'-'*,dx^,...e^^j;a+b;^/.==v(v-.i);... ,, . . . . 
(v-/*+x.)(« + bx)''-^b^dx'*. 

») Qoibnspraeaiiffiserlt d''\.<a-f-bx)"'' ,na jj,ii\a "^ >/ 



X =(a+b%) 



«. , ♦ I 



\ 



'Sv • ';'"*■ - "^ - ITOTA iDMQVmTIV 












^<-K;«)' 









Co«fficicQtcmincml)'n &uios expreffionis priml ad Conftantem N trahendo, ac reftituen. 
iox ptox" , prodit inde: 



l „ c , . . tf * 



' ► 



-|< sri» -^x^^n a+bx 



' i -a . . _ 
■ . ■ Ct """"•+"('-- ')J(- — +n('--Oj f .. n 1» I 

'('-^-^y * 11L_! L_l. -^l +etc. 



Coios feriei, termiho i •{- i^° de&aeiitii , lex progreffus euidenft eft. ' 



.j 



n 



3$ Haecferiegifecuinlnm potefiat^ t2 -^^"=: » procedens , in aliim traos-, 

^ ' , ..... »+bx*' • ' •-, . 

forman poteft, fecondnm poteftater jpaiw x progredientem : dum potefiates r*«, r— i**, 
r— -a . ; , t5 «4-bx° cottfueta ratione euolnantur. Brenitatis gratia defignatis in 

. . "' ferie 
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i » 



ferie pro y (2} quaotitatibus, ^uae ducuiitur in rs, !!*. 
^. .;;erit 

=» +r 

p 



« •• • 



a 



'»^ 



►•-1 



-r,* tl I rCr-r-»iV 

bx -t — 

' i.a 



1 I : -- . I-;i 



I . 2 



-2, « an , r(r— i)(t~») 
b X +■ 

l.a.^ 



^r(r^O(r~>)^ 



a D X 
^**' • • •■ 



+ 



1.2 

f(r — t>.(r— a) 



wm 



@ 



i..a 



^^,.^0 (r-^O ^l 



vbi cpi^fiGfeotiam feries verticales in (hmmas redigi pofliint; qnippe pro termim 

m ^ i*^ eft (unitna ;ttJfficientiuto' partialinm Lr ^ • 
r(r-ri)/i(f— iii+i7'. -I , m(ni — t) 2 in(in-^t)(m — >l>-^ , 



* f 



« • 



■ I *l 



I • 1 . . • 'ih 



1 .3 



1.2.3 



r(r — 0.«(r — w-^Q ^nb -^ h ^\b n ^ ^nb n ^ ^ 

, f 1 , ^pa n^ ^na . n , . >na • n ^ 

Hinc prodit: y = 

„ r"p/ '. t^apL:T +rD)b> n\'r^-.i (HKjpi-i+^n^bX^Cap— t+(r+On)b) ail 

^ a X i X ^ r ■' _ "y^^ x -f" , ■ ■ ' . I ■ ■ X 

-f- . • • «y 5 

fia^y.ifcA^ .+ RxP+^ 4- CxP+^° 4.ete., idmn co6«de*tps feqBenti wtione 

procediiat, frlmo earum ad arbitriam famto^ . . . 

(c,+ (aR— 1+ n)a,B^ r(e+(ap — 1+ rn)b)A 

fi(c4-f2p— i4-2hja:Ci==(r— i)(e+(ap— i + (i*+i)n)l>JB 

3<c+(i»P^i +34^^^= (y— *>(«+(» P-r-»+ 

^^?- , . . . . . «tc 

Lcx, qiam Wv titRvs fnucnit ;!• c. p; aaa.); iiliter exprelRrett; vti ex hi» aequatlo- 

Mhns apparet: 

(fp+ ii;(p4. n— i>4.^p4- n)c+f)B=:-. ' (p(p-^i)b+~ . pe+g)A' 

(<p+an).i>+J^n-^i,^.p+«n^o+fr>C=^ n~i)b+(p+ n)e+g)« 

((p4-3n;(p+3n~i>+,p+3n;c+f}D=— ((p+anXp+an— i)b+(p+an)e+ 



ecc. 



etc. 



Exiiide autem,^ (■uppofiti» loco f, g v^oribns : . f = — ap(p— i)*— cp, g — 

"ij ~ e(pif.nr),i iphi &oAi5i^'ieqttationes procleunt 



h{fi+nr)^^nr 



X a 



C§rol^ 






?5S '» ' KWA waSQyfKmo.. 

Corollariufif 4. , 

5- ^''^VI» Qaod porro. p[/^^r»f» cafum , figni tS r negatiui, attinet: formula In- - 
tegralis pro hoc cafU ($. XXIV. a.) ex formula pro cafu priore (§. XXIV. i.) prodit, 
ium itt-hao potet«r pro r, r—i; pro- n, — i-n? proe, ct— -4til): eaqtie deinde 

tBriltiplicetnJ- per -x'* * • C«4:^%) "' " •» . , Hinc peculiiri. euolutione 'in- 

tegralis in lerietn pro I}oc eaTa haud opus eft: JCiiid ek iisilam, quae $pIio praecedeote 
demonfirata font , copfequitDr haec feries : 

vbi lex co%'fficietitiuffl A, B, C, D . . » .bifice 9eq.a«tioi)ii>iu «xpriialtut; ■: " , 

(p+(ap— *'-- «)a)B = (r— r)(e-f (pp— I — (r4.j)ii)l?)A. ' 
a(c-f (ip— X — an)aJC — Xr^~«).(er-.(«p— ^!r-^<T4;a)n)b)^ 

etc, '' ' ■ . ' ■ / efc. ■ ' ' .'.,, ■: ':_. > 

qijae etiam fic exhlberi poflxint^: — y - ' [ VT 

((?— iiXl^-ti~.i>-Kp— «)H-nB:ifc— f(p^«Xp~ ii— i)b4-fp:— 'i)e4^)A 
((p — 2n)(p— an — i)a4-(p — an)c- -^jC= -^(p— a6)(p— in — i)l>4r(p^.an^e-^g)a 

' Ctc. - - '— . - — • KtC» - I I •• ; \ 

jEft nimirum f = — ap^ ^^^C c p . g ^^ -^ b'(p — nr) (^ i-i-^Sf^ i J — r(p" — nr). 

Corottarium 3. 

^.XXVn- ^^'^(fe^ittenett^^inte^bte^s''?^ ^af* fi^keW f (§• fect^XWi) 
pertraftato, hoc etiam modo enuntiarlpoffuttt. Eicaeqii&tionftas: fi^'-^-^*^^^— j[')*^<J{^ 

g=— b7r(ar— ;i> — ejr,. defiiiiantur^valor^s .quantitatum p et7r| tum — ^ 4«b^t^ 

I ) » ' , . _ • tt • l 

aequari^umero itit^r^ H^* f ) -^na afHtti^atitio 'fio^ tregatinoil Notiin^n A -faoft 4pcb 3^i^ 

'ji? e 

y+P^ 5= ^ ~T*3f<\sl^pi«nt non minus vd^ 1 j* ;. ^. , 

f' a) Refpici^do ^id hanc du^iciiatieth-radicaibiiintegr^a^pfe alfafi.fo|rn^a..exhibtf) 
poiTunt. Pririio buidem pro'ligno tI faffirmatiud pbuatdt- 1 ^^-^ — rS tdnl fit '— -sr^ 

= r; porro--~-.J^; t^i^ni^r^^^^^ T?i4^r - ' \iT ~^*i7^r=-rq.'^'~ 



Vltiipiqtie iflarum aequaf,ioau^.^n^|^b^bei« r|idic^ 9i*^^?P^^iB^^^- rtT^+A^F ?;~~i 



/ 



I 
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w^ 4- 2p z=: — hc + p — 'n^:25=^nr4-n(k — r^}; — =7f 4-'»^ — p — 

a b 

b tt 

p* = n (r-J-r'^\ Hinc, pofico infuper — = /3, prodit integrale ex §. XXI. i : 

exiftente ;^ := x" et z = N -|- M /%~ ' ( ' +3;c/ ^X* 

Series (J. XXV. 3 ) hanc praebet expreflioDem : » 

y_xv^i-t- ^^^ ^ix -j- ^^ (k+o(k+») '^ -r-vy 

. 3) Pro figno T» r negatiuo, !LZlZaequatur numero negatiuo, qui ponatur =r — g; 

11 

porro fit *^ ^ = — ^\f et LHlL rurfus = k. Tum habetur ex §. XXI. a. y = 



n ' n 

P 



— / 5 — 1( — '^ •i''? — ' — ?^ ) ? — * ^ 

;t"*d Vx' (^+3;»:) . •zy:dx ,fumtox=:x, 

et z = N+M/;^^— «(r-f 13;C)^'~'<J;C- Ex ferie (§. XXVI.) prodit, omiffo 
faftore arbitrario conftante: ^ ' 

y^x^^^i+^x) <^ «(i4-(g^i)L.^ |3x 4. 

(f— f)C^— 2 ) (f'4-k — i)(^'+k— O a^an -|. . . . ) 
. i-v Ck— 0(ii— 2) 

4) Obferuatio de duplicltate valorum rSv p, 9r, quae ^einceps faepius in vfum vo- 
cabitur, accnratius euoUii inererur, refpeftu hubito ad formulas fuperiores (§. XXVIT. 
a, 3.). Permutatis primttm p et p^^ fimulque ir et tt^, jnutabitur r in r\ r' in r, k in 

-— k.^ Deinde permuteitis tantum inulcem p et p', oec fimul tt et tt' , abit 'JZlf — r 
inlllLl^lZJ^ + PZlillrrrfk; llrll = r» i 



11 

„i_p ,i_p^+px_p 

lu L = l—l L 



n u n n " n » 

fr — p 



1— r^ — k; k In — k. Tnrtio^ permutando tantum or et w\ mutabitur I L-c=: r in 

n 

«'— P _. r' — k ; *» — *'"'*' in *'~.P^ _ r ^ k ; k valorem fernabit. Q 



n 

- , -, ^- - . '^uae mu- 

n n 

tationes coniunditn hac forma exbibentur: 

Loco 



x6o 



/ 
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Loco 

p D~ . U - D ^ ' 

7f 

t 

k 

5) Ex quatititatibus aiTumtis p, r • • » coefFicll9||^s e^ e» f^ g ilc eltprlmi poiTuQt : 

— = I ~ p ~ p^ == I 4" ^^ — ap; / 



ponere 


p^ 


. P' 


K^ 


ir 


r» 


r+k 


r 


r»— k 


— k 


— k 



lipefr 
• P 

r^ — k -t 
k 



a 

e 



-TT^ =: 1 -{- n(k — r — r^) 



— =1 'TT - 

h 

— = PP^^ = P(P— nk)j ' 

a , 

. ~ = WTT^ = (p-f-nOCP^^k^f^^O* 
b 

Scholion X. 

5. XXVIII. i) Cafus integrabilis , qui oritur, fumto 



ap; 



ff— P 



(quae difFerenUa^ 
n 

iiue affirmatiua ilt ilue negatiua, in fequentibus femper litera r denotetur) = numero 
intcgro negatiuo, in priore evleri commentatione (Comment Petrop. T. X.), omif- 
fos eft: eundemque auftores fuprja laudati (§. II.), bgugai^^ville, x.e seur et 
jACQUiER, praetermiferurit In Inftitt. Calc. Integr. etNou. Comment. Petrop. Tonii 
XVII. ifte cafus ab evlero ita traftatur, vt aequatio differentialis per fubftitutionem 
in aliam transformetuf, pro quo iam fumi poflit r = numero integro affirmatiuo: vnde 
hac exiftente integrabili^ illam quoque integrabilem efte concluditur. Simills folutio 
apud cousiNivM (l.c.) reperitur. 

« 

fl) Quae folutio quanquam rite fe habeat, notatione tamen dignnm videtur, Jdque 
Bondum animaduerfum video, quod absque praeuia transformatione integrabilitas aequa- 
tionis pro negatiuo r ex Ipfa ferie vfitata immediate fequatur: quae quippe ferles non 
tantum pro affirmatiuo r abrumpit, verum etiam pro integro negatiuo r^ finitam fummam 
habet. Eft nimirum feries pro y (quae indcfinite fumta integrale exprimit, fiue r fuerit 
numerus integer, fiue nonj: 



.P 



(,+:ii^p,n^rj^> ^^-;;>^^-;^ . 



k + i • 1.2 

aequalis feriei huic : 



Ck+0(k+0 



^P/j I Pj^"xl+r4-r'.^ fr^+OCr+k+i) n , (rH0Cr'+2) (r+k+Q (r+k+2) g 

* — • etc.) 



2n 



Quae 
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Qaae aeqiialitas , quat^qiiam aliunde deduci queat, boc tameii loco brenius fic demoo- 
ftrarl poteft. Prior feries ex valore .. ; ^ 

ll i+r + r^ y i^+r -t^—A 

yz=;x"(i+3%) . i^\X (i + Px) y :dx^ per fiiftorem coft- 

fiantem diuifo eliciebatur (§. XXV« XXVIL) ; iam vero idem valor fimititer diuifus fuppe« 

ditat alteram feriem , dum ;^ ^ (^'{'(^X) ^* formula binomiftli euoluatiir, 

.et differentiale r^"™ confueta ratlone fnmatur. Quarum ferierum mutuo fibt aeq.uipoI^ 
lentium (non tantum pro integro 'r^ verum etiam, quod fponte exinde fequitur, pro 
qnocunque valore rSr), primam pro affirmatiuo r, alteram pro negatino r' abrump}, 
euidens cflf. Facile aotem intelligitur, quantitates tt et ^^, p et p^, hincque etiam r 
et r^ inuicem permutari poffe, ^bi ex k £lt — k: iicque altera feries abit ip eam ipfam» 
quae§. XXVII. (3) exhibita eft, 

3) Nec minus notanda videtur feries fupnt ($• XXV.' 2.) inuenta^ qoaeque fic ex« 
primi poteft: - ^ 

Haec enim feries » tam pro affirmatiuo r quam pro negatiuo r^ abrumpens , ita eft con^ 
][>arata» vt ea fimut binos cafus comprehendat % quin rednftione vnius ad alterum, vei 
pecaliari pro vtroque Integralis exprefiione opusfit: quod quldem commodum formulae 
vfitatae haud praeftant. 

\ Schotion a. 

$. XXIX. j) Exprefliones pro integrali y haftenus innentae, quahquam ex ftip- 
pofitione numeri r tanquam integri deriuatae funt, nlhilominus tamen vniuerfaliCer obti- 
ncnt : iisque integrale femper per feries faltem infinitas exhibetur. Id quidem iam ex- 
inde apparet» quod feries pro y in aequatione differentiali fubftituta^ hanc idenricam ^ 
reddere debeat : haec autem identitas perinde fe habet » fiue r fuerit numerus inceger^ 
fiue non^ nec ea, fi pro iittegris r adeft, cefiare poteft pro non integris* 

2) Modus, quo ferieji pro integralr y comth.uniter demonftrari folent, fupra iam 
(§. XXIII.) breuiter indicatus eft. • De quo vt exai!:lius conftet, addendom eft, ab W-^ 
iLSRO^ ceterisque aufboribus ipfum fecutis, pfo integratione aequationis differentialis : 

o =2 X» (a-j-bx^^d^y + x^c+ex^^jdydx + ^f-f gx°)ydx* binas feries afra- 

mi , ynam afcendentem ; y =r A x^-l" B x'' • '^ -[- C x^ • ^° -|- . . ^ ; alteram defcenden* 

tem: y = 5(x^4-95x' ^+Sx^ " -f- • . •; quarom coSfficientes, per fubftitn- 

tionem 



i6z 
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ttofl^m in aequfttiotte diiFerentiali propoiitay tnodb vfitato deterniinantur. Ita qnidem 
duplex obtinetur folutio. Verumtamen haud fuperdua videtor fequens obferuatio (*), 
quae oftendit, primam iam folutionem fufficere, et alteram fponte ex illa confcqni. Ae- 



n 



qoatio nimirum propofita, diuldendo per x , hanc formam recipit : 

o =rx*(b + ax~°)d*y4- x(e + cx*~")dydx+ (g + f x" 
Quodfi igitur pro forma prima inuentum fuerit integra!e: 



)yd 



y — AxP+B 



P+a J.r.P+*" 



+C 



-|- '. . 4 , ftatim inde pro forma «Itera habebitar al- 

+ . .., vbi q; %; 03;^; 



q — n 



terum integrale : y = ?( x^ -j- ® ^ + ^* 

. . . prodeunt exp;A;B;C}... permutatis iquicema et b; c et e^ f et g; -^ a 

et — n. 

3) Bioae feries pro y modo coramemoratae abrumpnnt, dnm inter co^iTicientes 
aeqnationis propoficae rerta fuppooitur relatio. Qnam relattonem evlervs* (Comm. 
Petrop. T* X. p. 44.) pro vtraque ferie, tam afcendentCi quam defcendente, quaerit» 
ac concludit, duptici modo infinitos cafus affignari pofle, qnibus aeqnatio diife- 
rentialis noftra integrabilis exjfiat; pofito nimirum f— — *p(p — i) — cp, 
g— — b7r(ir^ — i)' — ejT, ferieoi primam finitam fore, fi fuerit 



1 — P— «— — 



nnmerus integer af&rmationSj alteram, fi 



— l+p+ir+ — 



eiusmcdi 



numero aequetur. Eundem in modnm z.e seur et' Jacqxtier (I. c* p. 424« 425.), 
etBouaAiNvix.L£(l. c. p. ai2») dnas diuerfas efiTe vias (tatnemnt, reperiundi 
ipnnmeros cafus ^ quibns aequatio finite integrari queat. In recentiori contra dilTerta* 
tione (Nou. Comm. Petr. T. XVII. p 131.) evlervs, cafum n =z i confiderans, 
alTerity ex ferie defcendeute haud nouos fed eosdem potius cafus integrabiles prodire, 
ac ex ferie afcendente: cademque integralia ordlne tantum retrogrado fcripta obti- 
neri (**). Qnae fibi apparenter contraria vt inuicem concilientur, recurrenduna eft ad 
obferuationem (§. XXVII. i.) commemoratam , quod fcilicet aequationes pro p et TT.bi- 

nas habeant radices : . p, p^ ; 9r, 71 ^ ; exiftentibus fummis p-^P^^^ — — > «-|-«^ 



= 1 



Hine erit 



I — p— ff — — . 



— ! + ? + « + — 

"^ P a 
L, et \ ~ 

B n 



•r — p 



41 



Vnde 



. (*) Hacc obrernatio , qttod £cUic$t atquaiio Jub duptici femper forma exhben queaf , deiocepa 

<]uoqae vtilu erit, eaque ad calculoruih atnbage.« et moieAias miouendas^ multum facit. Quare 

miror, eam ceieros auflores , interqae ees Analyflam fupra $. 111. (Not. *} lautlatum, effugifife« 

(**) Idem obfemat Coufin l c. p. 498. ed. alter. F. II< p. 70. 
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Vnde ftpparet» binas c(3hditiones fuperiores fub hac vna comprehendl poITey quod ILZlZ 



n 



defaeat elTe nnmerus integer affirniatiuus, denotantibus tt et p alterutras radicea aequa- 
tionum comiliemoratarutti : quam ipfara c^nditionem fupra inuenimus (§. XXVIL i.). 
Itaque clare intdligitur» feries afcendentem et defcendentem haud diuerfos cafus inte- 
grabiles fuppeditare ; hosce contra ad vnum cafum generalem modo expreiTum redire. 

Scholion 3. 

§. XXX. i) Quanquam feries (§. XXV. 3. XXVII. a.) demonftrata exhibeat in- 

t^grale tantum particulare , exinde tamen coUigi etiam poteft integrale completuni. Et- 

enim cum aequatio f = — ap(p — i) — cp duas habeat radices. p, p^ duae obtinen- 

P P^ * 

tur feries, vna ab x^> attero ab x^ inchoans; itaque bina habentur integralia partica- 

laria, ex quorum per arbitrarias conftantes mpltiplicatorum additione oritur integfale 

completum. Conftat nimirum, fi v et m denotent integralia particularia diuerfa aequa^ 

tionis generalioris o =: Pd^y -f- Qdxdy -|- Rydx*, fore integrale compktum 

y = A y -^ B fti (*). 

2) Ab hac , integrale complettim inueftigandi » ratione ^xcipiendus tamen eft ca« 
fus, quo dilFerentia radicum, p — pS per n eft diuifibilis. Tum» ait evlervs (**)> 

* * , 

"fola feries, quae incipit a poteftate x^ (nobis x*^) determinari poteft; fi enim altera a 

"poteftate x^ (x*^ — x*^ ) incipiens pro y affumerctur, ca&'iHciens cu* 

"iusdam termini rep^riretur infinitus, vnde fequentes omnes forent quoque nnfinitL'* 
G^nuina ac fufiiciens ratio, quam nec ab evljcro nec ab aliis fatis "^eclaratam video, 
ciir cafu fubftrato altera feries feorfim confiderata inuttlis fit, ita concipi poffe videtur. 
Ob terminos huius feriei inlinitos» termini praecedentes finiti omittendi funt; cumque 
integraie particulare ' in faftorem conftantera arbitrarium ducere liceat, denominator eua- 
nefeens (*<**) ex,fingulis terminis tolli poteft, ficque prodibit feries termi^is linitts con- 
ftans ; vnde intelligitur, terminos infinicos per fe haud neceflarLo feriem inutilem red- 
dere» nedum inupoffibiletn ^ quo verbo evleAvs in infcriptione Probl. 123. (1. c. 
p. 2^7.) vtitur. At vero, quod. inprimis iam ofeferuandum eft, haec ipfa feries prae- 
A\&.o modo variata feriei primae ex valore p ortae omnino aequipollet: quae identitas ex 
formulis fuperioribus (§. XXVII. 2.) fine negotio couiprobatur. Cum igitur feries ex 
valore pMeriuata alioquin peculiare incegrale ab altero diuerfum fuppeditet (i),.cafu 
contra fuppofito eixdemfeorftm confiderata hunc vfura haud praeftat. ^C " 

(•) Euter Inftitt. Calc. Integr. VoL II. Cap, IV. J. 837- 

- (•♦) l. c. p. 233. $. 97<J' 

(♦'•) qui eftk— k, J. XXVII. a, ob mutationem T«pin p', hlne rl k tn — k> ef. 5. XXVIlI..a. infine. 

Y . ' 
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3) Cui jgitur iiicommodo v(; tnedela paretur,,EVt.ERr s hoc praeceptum condi- 
dit C'.); introducendo logariLhmum ipfius x ponendum efle y = u -|- au -|- t/Iog. x, 
et pro 11, if has fupponendas feries: ■ ^ ^ 

. , ii-^=5(/+.»x?'+" .+ exP'+ =*" + ... 
Qbae analyfis fiue fatiocinatio ad hanc logarithmi fubftitutionem perducat, auftor haud 
docuit: eam tantum ceu^r^i/?ai^m, quo iftud incommodum feliclter toliatur, adhibens 
(1. c. 5. .976.) 

4) Idtm porrOf ab exemplo particulari occafionem naftus, tanquam ''pkaenomenon 
^fmgulare^* obferuauit: (1. c. §. 989*) "etiamfi integrale complietum in genere log. x 
''inuoluat, (exiftente fclHcet k=rnumero integro), tamen id a logarithmo liberum prod- 
"ire certis cafibus." Plenam vero hnius phaenomeni rationem haud reddidit, nec con- 
ditiones euoluity quibus pofitis illud locum habeat» 

5) Quanquam cx obferuatione (1), vna cum praecepto evi-eri (3), appareat, 
quo pafto integrale cotnpletum femper per JerJes faltem infioitas exhiberi queat: exinde' 
tamen nondum conftat, quando et quomodo integrale completum finite^ et quidem vel 
algebraice, vel p^r quantitates tranfcendentes vfitatas^ logaritbmos atque Arcus . circti- 
lares, afifignare liceat. Equidem ex fupra demonftratis integrale per feriem abrumpen- 

, tem exprimitur, dum fuerit rzz: numero integro fiue aflSrmatiuo fiue negatiuof§. XXV. 
XXVI.) ; at vero hoc ipfunl integrale eft tantum particulare , nec quicquam obftKt, quo- 
xninus , dum vna feries ftnita eft , altera ex p^ orta (i) in infinitum «xcurrat : quo cafa 
ad integrale fub forma £oit% exhibendum^, £ quidem id fieri poteft, nouis artificiis 

.bpus eft. , 

6) Aduertendo igitur animum ad eaj- quae modo expofita funt (3. 4. 5Q, tria 
adhuc defiderari videntur, quae potifiimum exprefllionem integralis compteti, fiue per 
feries' Infinitas fiue per formulas finitas 9 eoncernunt. 

a) Primo cafus (a), quo ponitur k=: — tiumero integro, quJque ceft a 

D 

regula genefali (i) exceptus fingulariter traftari folet, accuratius coufiderandus 
eft, neceflitas logarithmum ipfius x introducendi (3) declaranda, huiusque arti- 
ficiT origo explicanda eft. Oftendere nimirum licet, etiamfi feries ex p^ orta 
, feorfim confiderata inutilis fit (2), eandem tamen cum altefa ferie debito modo 
iunftam integrale completum fuppeditare : ficque cafum iftum ex formuUs ge- 
neralibus refolui , feu ad reguiam communem reuoc^ri poiTe, 

.. b) Delnde 

C) ^' ^* W* 5^73 -75. Rodem modo traftat Cofifin bunc, qatta vocat, cafBm ixceptioms (l c. p. 499. Soi.% 
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h) Demde ratio eft rediknda, cur et quando, fhppoflto etiam k ^ numero Inte- 
gro, integrale taraen a logarithmo liberum prodat (4); vbi apparebit, tum in- 
tegra'e cpmpletum femper per expreflionem Hnitani eamque aigebraicam ailignarl 
pofle, fecus.ac evlervs opinatus fuiflie vldetur. ••^ 

'' c) Tandem inueftigandum eft, quando et quomodo integrale completum , non tan- . 

tum partlcularp, per exprefllones linitas , easque veLatgebraicas vcl circulares 

et logarithmicfc , exhibere liceat. Ea enim, quae evi-ervs circa hanc quae« 

ftionem protulit^ partim minus fufiicientia, partim nou omnino vera videntur. 
1 
Quae igitur defiderata in feqqentibus explendi tentamen faciam. Ad^primum (a) • 

pertinet problema Vlir. (5.XXXL); ad alterum (b) problema IX._(S. XXXIIL); ad ter- 

tium (c) idem problema, vna cum problemati^us X, XI, XII {§§. XXXVILXLI. XLIL) 

eorumque Jborollariis. 

Phoblema VIII. 

r 

§. XXXI. AeqTiationis difFerentialis : 
^ o = x* (a+bx'^)d^y4-x(c-|-ex'*)dydx-|-(f4- gx")ydx» 

integrale completum faltem per feries infinitas exhibere, dum fuerit k := — — — acqua- 

n 
lis numero integro, exiftentlbus p, p^ binis radicibus aequationis, o = ap (p— i) -^ cp -i- f. 

Solutio. 

i) Cum radi.ces p, p^ inuicem permutari queant, eamm diSerentiam, indeqoe 
quantitatem k afFirmatiue fumere licet. Hinc feries fupra inuenta (§. XXVII. 2. cf. j. 
XXIX. I.) femper integrale laltem particulare aequationis differentialis propofitae fup- 
peditat, hoc nimirum: 

y_Ax ^i-t- ^^^ px -t- ^^ (k4.)(K+0 '^ * "^ 

At vero alterum integrale j>articulare, quod ex illo fequitur, permutatis inuicem p et p^, 
^ et TT^, hincque r et r', k et — k, ad terminos cum denominatoribus euanefcenti- 
bus, feu ii\finitos, perducit (§* XXX. a.). Quare id maxime agitur, vli oftendatur^ quo- 
modo haec altera ferles cum priore iungi poflit, vt ex hac combinatione prodlsat inte- 
grale completnm* 

a) Ponamus prlmo valorem T8 k fraftione exigua = to a numero integro proxime 
imnori zz E difcrepare , vt fit k — I^^^a;: vbt deinceps quantitas u> infinite pafua feu 
£:; 'fumeuda eft. lam integrale particulare alterumy e:^p^ ortttm> ita ^xprimtttr: 
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, r'-(r'— i)...(r'— H-i) (k+O . . . Cr+i+v) t— i^^(t— i)n 

' i.a...f — t . (k — 0...(i+»; "^ 

- r'(r'— 0...(r '— ^fO(k+r)...(r4^l+,)J fn 

^r .« • " O X "t* • • • 

I.2r.f+i (k— i)...(a— !> ■ 

Huius exprei&otiis doae partes reorlini confideraudae futit. Prima vsqne ad termiDain 

t extenfa, pro cur=: o feu k=: numerp integro f , fponte abit Jn: 

^i /-^^P — kn I '•'C^^+Oqj^P— kn+n. r^Q-'— ») (k+r) (k+r— Q a^p— kn+zn 

V^,- ' k 1 ^ ~ 1.2 (k— l)(k— 2) ^ 

r'(r^_i)...(r^— k+2)XHr).. (r+2) k— I^p— n^ 
' l.a...k — 1 (k — i)...i -^* 

3) Altera pars fingularem euolutionempoftulat. AfTumta primum pro ta fraftionc 
indefinita , erlt illa pars — 

^,r'(r' — »).. (r'^>f+0 (k + r)...(r+ 1 +1.) p^f—cyn 

A^ 7: •-; r -— — 'X^Jix 

^'^ » k— «+i X— .'^* "*" ck_«+.i)(k — «+2) (i_»j(2— «) ^ * ***-^ 
Quo iam conftet, quemnam valorem baec expreflio pro euanefccnte oi habitura fit, ce^f- 

ficientes rSvpx , 3 ^ • • • euoluendi funt in feries, fecundum poteftates t» (0 pro- 
gredientes : vbi vero poteftates fecunda et vlteriores negllgi pofl\int Pofito igitur pro 

coefficiente tS 3 * > . 

(r+i>X(r + «— i)...(r + #— ^+0.(k_r' — ti)(k — r^ — «i + 0...(k — r'— itt+^ — 

(i — w)(2 — «)••• («* — «) • (k — «+1) (k — « + 2) ... (k+^— .«) 

r=: a -|- b «>-[* c w* -|- . . . (vbi litera ]ii co€f&ciehtibus a, b> c • . • foperfcripta iii- 
^ces^ non exponentes, notat), fponte fequitur ex ay= o: a r=: 



r(r— 0...(r— .a+0(k~r')(k_r' + 0...(k — r'+*c-^0 ^ 
1.2 ... ^ . (k+0(k + 2) ... (k+^) 

porro fumendo logaritbmo& ac difiTerentiando habetur : ^ 



v« 



I I I 1 I I I I T T 

f» * r+« — X • r+a. — a." * r+o) — ^+i k — r* — m k — r_' — jk+i k — r* — •+•1 — i 



4. 1 -..-1 Hr T"+T Z~*^4 ; — 



+/* 



V 



1>B INTECRATIOKB AKQVATIONIS " DlVFKREimo -DIFFXRKKTIAI.1S. -2^7 

=t — ■ ; hinc , pro w = o , eft 

- a*" + b'*»+cV+... . 

b^li.i f I 1 

"^T^^ilTi + ^^^+ifllir+I k— r»+i~k— r«+» ••• ~ k— r»+^— I 

' I ' 2 ' ' /u * k+i • k+2 • ' k + ^ 

qcod iit 5=5 c , vt fiat b'^ — c^a . Elft infiiper pro enanefcente «, x ~ 

- - — mn 

(E ^. ^' ) == I — ncwlog.x -J- • . ., feu -= — n log. x, vbi log. x 

iDgarithmum hyperbolieum ipfius x , pro baii E , denotat (cf. XXII.)* Exinde para in- 
tegralis (2), quae erat determinanda , prodit :=i 

A\ ■ ; -T ^ ♦p l — — nlog^x Jx*^ 

1.4 ... K .(11 l) ... I ^« ** y 

L I "^'^'-'^'^ fl ° I Kr— i)(K-rl)(K-rI>Pi) ^a ail , 

{'+ K+I f^* + I.a (K+l>tK + 2) ^*'' + 

I '^ ' 

Qua iam parti priori ai^tea (a) exbibitae addita, coniicit^ir integrale particulare alterum 
ex p^ ortum. 

^) Hoc porro integrale cum prius inuento (i) combinando^ obtioetur tandem m- 
tegrale compUtum hoc ; . 

; AlrI(rX— |)...(rX— K-f l).(K + r^...(r + i) ^fc ^ 
i..a ... R •Sjn — 1).,. X 

• 1.2 ... K 1 (k 1>.,. t ' ^ 

1.4- •»• K • \^K— 1^ • »» B i^ 

fumma tanquanl conftan& arbitraria fpeftari poteft, ob faftorem A itldea» arbitRirium: 
vnde.formu^a integralis ab infinitp. prorfua liberatur; pra reli^ois enim^ co^fficientibua 
^f ^^i ^"^ • . • haeprodeunt aeqnationea: K^— r^) 

K+l 



l6S KOVA DZSQrTSmO 

rCic— r^) , rJ(rl— .0...(r^ — K+») . (" + r)...(r4-t) f^k.m «, 

K+l 1.2 ... K .^K— Ij... I 

r(r— i) (k — r^)CK — rl + t) rl(rl— »)■ ■ (r^— k+.) ■ (K+r) . . . (r+i) Q\u^t_ ftu 

i.a (k+i) (H+0 ' 1.2 ... K .(K-Ij... I ' • 

etc. etc. ,' ' 

r ' . in Al rl(rt — 0...( rl — K+i) (K+r)...(r+ i) k 

Quae , fcnpto %^ pro A\. — — — . -— r . (3 , 

fic breulus exhiber! poffuntr 

«« =:ll^.(.$ + c'!}P) - . ; •. 

£,1« _ y(r-n(r-0 (k-r»)(k.-rl+0(k-rl + O a 

vbi lex progreffus fatis manifefla eft. £>e quantitatibus iitera c inlignitis ex fomula pr» 
c f* (3) conftat : eft nimirum 

cH — i.4,^4.-L4.± ! L.--4.^4.^^ 

~ r ~r— 1~ I ^i k— -ri k— i-i + i > k +i ' k + a' 
^ ~ T+r1IT + r'3; + T*r'*"T k— .rl'*k-^ri+~ k— rl + 2 + ir+7"*' 



I I 

+ 



c' 1= 



fiue .... ...... k+z-^k-i-j 

r+i fr' + 



l.r (^ + i)(k_rO' 

= (^ + ^) fc + ^r3+ K^)~^^'+-'< (I^O(k-ri) + (R+OCk-ri+0 



c"^ 



» }. 



+ 



(l<+iXk— ri+o) 

5) Fonnulis ««rf^p«i/faifi&ffi,.quibns.coefficieptea ^» .^% .©'^ . .; . finguli ex pri- 
mo eoque arbitrario, ^, et Conftante A^ vel %^ deducuntur, haud fuperflaum efl: ad- 
dere tegem recurfiUt qua quiuis ex proxime antecedente definitur, ^'nasque ex iffi^ for- 

jnulis fponte fluit. Eft nlmiruin (k-f-^+i) Ou^-r) ^^+^ ~ (k-^r'-f («;)(r--/t) J^^ 



^ 



t 



DE INTE6RATIONE AEC^yATIpMIS IJI7FERSNTIO > OIFFEltENTIAUS* X69 

„„ rfr_O...Cr— «y (k_rl)...(k— rI+«) /^ i , i^ ^ V < \ ' 

i.a ... II. . (k+0 ••• (H+«). ^r — I* ' («*+i k — fi+jtt ' k+iM+i'^ 
' —«MI Kr— '. . . (r— ^+O ^ (k — ri). . . (k— rl+>«— i) / , (r— Q- k— rl-t-g) 

— i.a ... ^ (k+0..- (k+(u) ^^ '"*'*"*"*' M+ 1 k+^+» 

Corollarium. ^ 

' 5. XXXII. 1) Sic igitur via direfta ad idem praeceptnm peruenimus,- quod, pro 
hoc cafa aiTumi folet (§. XXX. 3«)? fimulque integrale completum ita exprefTum eft, vt 
/ornmla generalis legi fatis manifeftae fubdita pro quouis exemplo particulari ftatkn ia 
vfQpi conuerti'queat, qualem formulam kvlervs haud euoluit^ verum ad iingula 
cxempla (§§. 977. 78. 79- I- c.) fubftitutionem (§. XXX. 3.) aipllcat, ficque demum 
coefficientes fi^rierum determinat. 

a) Ex formula noftra gen^rali fimul diiudicare licet , de quo §. XXX. 6. b. quae- 
rebatur, cur et quando integrale, quod in genere log. x inuoluit, tamen a logarithmo 
liberum prodeat. Cum nimirum pars integrah's (§. XXXI. 4.), quae log. x continet, 
faftorem habeat r^(r^ — i)---(r' — '^+ O • C^ + 0(^^4'^ — i). . . (r-f- 1)> ^ponte 
fequitur, illam cum faftore cuanefiier^, fi filerit vel i) r^ numerus integer affirriiatiuus 
minor fimili numero k, vel 2) r negatiuus,' cuius oppofitum < k fiue = k. Ob p, p^ 
ct ^, w' inuicem permutabiles , vbi k oppofitum valorem recipit, prior pofitio ka ex- 
primi poteft, vt fumatur k — numero negatiuo, et r := affirmatiup <; — k. 

Z\ Quanqoam ita appareat, fub conditionibus, modo commemoratis integrale a 
log. X Uberari; ex formula tamen fuperJore (4) nondum conftat, tum etiam integrale fem- 
per finite exprimi pofl?^. Quod pro vno cafu r< — k demonftrare fufficit, quippe alter 
cafus, quo — r<veli=:k, fponte ad illum redit Ille igitur cafus peculiarem euolu- 
tionem meretur , cui fequens problema deftinatum eft : quo fimul ex parte ad quaeftio* 
nem ($. XXX. 6. c) refpondebitur. 

Problema IX. 

§. XXXin* Pofito ^ = r =: SDmero integro affirmatiuo^ ^ ^ =:: l = **^ 

n' , n 

tegro negatiuo, et r< — k; integrale completum acquationi^ differentialis : " 

o = x* (a -f bx°) d^y + x (c 4. cx")dydx -f (f+gx")y.dx» 
per expfeffion^m finitam et algebraicam exhibere (*)• 

.(•) De figi^cAta Uterannu «, p, pl x;f. J. XXVH. i. a. 
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Solutio. 

•O Sit k = — f, erit 

p/ , r(f+ri)^ n , rCr— i) (f +ri)(F+ri — Q^a an , ^ ., 

•^ \ • f I ^ ' . 1.2 (f 0(f 2) ' ^ 

quae feries praebet integrale particnlare finitum, cum ea, obr nomernm integrum aiEr- 
matiuum minorem numero t, abrumpat. - 

») Eft porro 1 L = r-|-kr=.r — l — numero ihtegro negatiuo. Hinc for- 



n 



mula altera fupra (§. XXViL 3«) demonftrata applicari poteft: dum, permotatis tnuicem ' 
p et pS manentibus vero tT et «^ , iilic ponatur J — r loco g ; t loco k ; — r^ — t 

loco g^ , ob ^^LZI — r^ — k = r* -f t Ita prodit 

n 

^ P/ f n ^ r+^^+i^ (^— 1^-0(^+0, j n , 
y=xP(i+(3x )^ ^ \^i — (3x + 

(f — r— i)(f— r— 2) (rI+0(riH-2) ^a att S ,,, 

1.2 C^ — OC^ — O -^ 

= alteri integrali particulari , itidem finito. 

3) Exinde confeqQitur integrale completum: y=AU-|- A^U^, vbi A etA^ de- 

notant binas Conftantes arbitrarias* . , ,> 

Cprollarium. 

§. XXXIV. i) Cafus, quo eft r = numero integro negatino, k = integro aflSr- 
matiuo, et — r fiue g< vel = k, ad cafum praecedentis problen|atis reduci poteft 

(§. XXXIL 3.) , permntando tantom inuicem p et p*. Eft nimiruiftJLZZZ- = k-J- r = 



jt^ — p — numero iptegro aifirmatiuo» vel = o; porro L-^ — l = — k = neg^iuo^cu- 

n . - 

lus oppofitum k> ^ ^ • Hinc ex folutione praecedente (rei etiam ex binis formulis 

n 

§. XXVII. 2. 3 , dum in priore r ct r^ k et — k permutantur) obtinetur integrale 
completum: . ^ / 

-|-A^xf (i+|3x ; "^' \^x-\- irZT" P* + 



— ij(k — O ^ ^ V 



t-3 {k — ij(k 

qnod ob vtramque ferietn abrumpentem eft finitum. 

■ • . 2) Cu» 



tm ziinaRATion Am^naum» » 



imo • Dif f unnALii« 



I7t 



a) Cum r et r^ inoicem permntaci qjasmt^ yM ic oppofitam valorem recipit t ht- 
^eiiiis demoolftrttt fpoate •pplictFi poffant «.. li faerliit r' et k vel t) mumsri: tattfiA tffii^ 
mttiai, etr^ < k^ vel: z) integri aegatiui , et — r' < fca == — k 



\ 



I - 



Chr&itarium: 
irnde p et ir» p^ et «^, -f"^ ^ '~'^ iooicenl perm«tt&tor« ficoae fJHZet ^ 



et r^ vtlorei feratnt» tt t L fi«e k thi^ in 



n inoicenl permattntor^ ficqoe 

• 1 t - 



— P..^— P^liuer 



•m^ 



= r' 



r. 'Hinc ez bini» 



n ' n ,^ ': 

ctfibot ($^ XXXIIL X3pCiy* x-i nooot deducereJi|crt. ) , .! ^ o 

•' ^ . ft) E& priori conditbao^ (c.< ~ k) mtnet r 2± Bomero integro «SrmtHm, il; 
)^ — k fit r-f^k — r\±s fimili jnomero mtiori tS r« Hino k — r^ debet efle fiam»- 
rufi integer tffirmttiaut. Etiftentibut igitur r et k — r^ binlt numerit integrit «Srmt- 
'titAS, htbetor ihtegrtle completom tlgebraice et finite esi^refluffi faoc: ^ '' 

ycsAx (i + , , ■ — 1 



r(k + r) r ttr—0 Ck+Otk+r— i) f . \ 












.' « 



<* ^H — i) (k— rW i) 









i«Mv 



, o|3).SMiiiisttik>no«kiri»to|)d^ qood fit ra 



. ^ it X 



1 ^ 



integfo negttiuo , et '— r < rV~ r -r 1 , fiuT P < t* -^k. l^ omqoe , ^ exiftenti- 



1 • 



- 'V 



1)08 nimirum.r et k — r^ numeris integrb mgtiv$$^ qtiorom ^f ecior «titm 
poteft f intq^rtle completum fic exprimitnr : 



oeffe 



. «ir rt(r'— k) 1 rKrI~0 (r l~k)(tl^k^0 > i - V 

'^ V ^r»— k+^— I ^ n^ »,, (ri— k+^0fr»~k4^O * *n^ J 



^ OT-0(f O <^kJ-o(^k->0 



l.t 



• <! Tr'^*''^ 



- (f+ri-k~i)(,+rl— k-0 ^»^ 
2 



IQ 



•f- » » • J 



Exew* 



-" ' -J^lCXXVI.^^x) SH propojita aequaiio differenitafis : '' ^ 

eritprop,5= — p(p — i)-f-5P; vndep=:i,.p^— 5; prow, — e = — lwr(«-^i>— e», 
fiae'ei{ir — ^)f=^ — bflr(iri — j), hinc«ii=:i,^ir*=3— ^. ^ Qture habetoi;. x sc o^ 



6 , * "^ 

k=:~a, r^= — — — 5. Proinde ex §. XXXIH, prdJKt ititeg;ral^ comjAetaa: 

b . , . t 



2 

^e~3b - ' i • i '. v 



y^Ax+A^xCi+bk*) »«• (,+^,.) 

. a) Pto aequatiom: » 

o==x*(i-[.bxOdV--Ji(5— "*)<iy<Jx+*(s--^iCe+at)xOydx< *' 

€ft forras pzr x> p* :a= 5> k = — «jat — • 6b-i-* 31^ ^ss — b7r(««t) -^ eir, 
fioa osr — b(«* — ir— '»)— •eCir-^s)^— '(« — 3) (•>(« + 2)4- e), vndewrr^, 

»^r= ~ — — 25 Rorrp r^ i, r^ =:— ^ — — 7» . Hinc prodit integnle^ conqdei- . 






^e— -Sb 



^ V 



tom (5. 3KXnL) : y^ Ax (r ^ ^Lti^x*) + A^x (i +1a^) , * »^. ; . 

/" 3) His jpfie exeni^i»^rvi.SRysr pbapootteooa', fb ipTo^, yti fapra km dixi 
($• XXX.' 4*7^ obferyatnm STDi^at^.^iv^ integVaIe'ceh& pJibas'» logpirithmo liberDm 
prodire qaeat; ^tiamii faerit k namerus integeri nec vero hos cafas regala generali 
«DBiprelmdit/nte ipnimddefti£K «vicbltnr , toqi integrsitf./iNii]Mftt j^^^exprimi poffe« 
Pro priori enim exfimplo j(i) iiftegrale hac ferie exhibet (1. c, §. pSo.)* 

y = tKx + 6x^4.©k^+"(Sx^+5x»-' + .;. 

4' 85 + 6©(7b + e)=ia ^- : »• . .v . 

«•x€^«+'8j[(9i> + 0.=o...:..;. --_ ; . ;->'.-.^ 

' etc. - . • -. A''etc« * . . • — 9 + '- -*>' .-' 

haecqoe adiicit verba: **integrale adeo fimte exprimi^ j^ e=r — (ai + 5)b^i|^ i ^ 
mendo nameros o, i| ys» 3, 4 etc/'; qaae timitatio' ex nofti^ formala fbpeiSo^ eftlA S^ 
ipiliter pro exemplo altero (a) integrale completam per jeriem infinitftm exprimit> ciVBi 
liic contra expteffio finita inaenta &U 

Pkobxj»*' 



M ZNTXdRATIOKB AB^AWOHni nVrttUENTIO - DXFFBRSNTIAZ.». T?} 

' * ' ^" Problxma X. 

' J* XXXyiL ^ F»»^^»!>^"« "^"P — ^ ^^ ^^~^' T- r^ numerte integri& affirmati- 

11189 reperire expreffionem finitam integnJII <SompIeti aequationis differentialia : 

O = x*(a+ fc**)d*y + x(c ^ex^^dydx + (f 4.ax'^)ydx** 

^ .. 

;' Solutio. 

Ob p» P^j V» «^ ; inoicem permutabiles quantitatem k = '~^ hic affirmatiue 

fqmere licet ($• XXXI. x.)* ^°^ ^^ prohtma/tis cafus fubt dlfcecnendi: 

' ^X) Si fiierit k niunerua iiaii tnteger ^< Mt 4mt9gir mmor numero r^» tum ex for^ 
mulis fupe^ioribus fponteprodit integrUe completum hoc ($. XXX. i.): 

. . ' k— I ,^ .^'^ (k_i)(k— 2) ^ ;t- 

Quae formmla eft algebndea et£nita^ qutppelihairum ferierum/ tjn^ ea xnuoliiit', prM 
*db'T, iJtera ob H%brutti^tt-;'etliaeequi^tnV fili! ftierit numenks integer diaior quam 
1^^ abmmpet citinSf ac terminirpropC^r 'dSITonrfbitDr^ attaqefo^otd^ in infiabiiifn abeant« 
LoGO feriei prioris noniretiaihpottfft» Un^iiiEinHiBtegfd^completi ffHxm pars, 
ksWro integro >r\ felries itidemVfinita ha^' (uf«.XXX[IL): .• ' 



Ax*^ (x +px ) ' • (x ■ ' , ^ &» -K - 












t'- / ... t . * 1.» — * .,.(k--^i>(k~a) 

a) Alia ratione tn jbndus eft alter cafMs,^ qiko ejl H memerw integer, feon iii(Jiio1t 
mmuro tK Tum feimulaie^. XpCXfa^tridita/ ik ^um ndhii^en^ fiint, «x iis^ue ob» 
iinetur. integrale completum iioc i ' . 

y ,u. ' A ■■■i^ ■ rf » ^ j lif .11 ,p Hiog>E(x'^"^ ■'■ ^ * < px ' -f- 

*•* ••• X • yX^^Iy •••I|. * * I * 

^ ^ ^ k— « Ji^ !.• v^i. I.» r. (k-.,00t— .) • 

r»(rl — i):..(r» — k+a) (k+r) ... (r + a)^ k~n p— n^ 



vbi A^ tt ^{untConttmtes arbitrar'ae, et reiiqQiQptikieotes J^^ j^'^i^'>^etc. definiua- 
tur ope forfnularuiii fopra (J.XXXL 4.) exhibitanam, quas hoc iocorepetere fup^^oom 
eft: legem, '^x qua iftico^fficieiites progrediutttur , haect aequatio expriniit: ' * 

r(r— 0..,(r— M+i) (k--rl)(k— r» + i)...(k-.rl + ^— r) 

•f(k+2Ar+0^^ l!Li:±!:^+k^r-ri + t^^ 

^f(k+.iM+a)il=:JL> illzi^^ 

\ ' ' ^ • M+i . k+^+i.,,- y 

£.\preflio integralis finita eft, qoippe tdom ierienitB» quae illaia Gpoftituont , rprima ob 

r abrumpit» altera finito termtnorum nomero ooiiftat : tertiam qQoqoe, ih^iP incipien<»> 
tem y abmmpere ^ aceiinrtior confideratio oflendit. 

'^Namqiie fit f riiMp k > r* — t , itam jeoSffidentei ^^ J^"» -. • • J^f "^ *^ Pier Co^&afh 
te^ J^ «t A^ determmantur;,^Tel4qo^ aotem^a Ibla ^T vei A pend|entea tx his aeioatioiii- 

Imaprodimtt (r^-l-Of»*' — k4**)J&*^*'^^"^' — ' ^7 

■tr(T—i)..-(r~rJ^+K+i)^C«f-f*)(«-^i* + >>...(-?- i>.,j ' * \ i» — >• 

i.a •*. T* — K <M+i)(n+i) ,.v-.r* , ^ ^ ^-. 

^'^~M-'_+Vi Kr~i)..^r^T»+«) > ; ' ^ 

^ * ' (rl-»+0,(«+.X*+i>. -(ri+i) 

• - Vnk., eyCT»~0>r. < r'^f<+«):(iL4-r)( «+r^0...(« + r— r^ 

"**^ -- .1*2.-::,,.. ««^a i i«a •.. (r' + 

<ex valore T$ 3(^ $«,XXXL 4^);, i.VP'^- 






c" 



kT'— *4-%w*.^,w- J-L.t-- tf^lA^V— ^+ » 






\ ' etc.-t ' .^ -»- <> ^- etc. 

tbi. ^pter feiiem J^UPtetOtftiiil^^^rfl-^l^lL--^.^ '«l^p' ptT«(^- 

centem , tandem «d cbtfffieientee eoaneftentea ^roeniri eoidest-^. 

Qtiodfi lamJprriiiiSr^imitprFis.^^ i&"f • . . 

^^ tx conftantiibi» ^€l3^:^IM0Q|«&i *iellfia^lll||nj^^ A^«*^ |t^j»iodom : 



DE INTECJRATIONK AEQVATIONIS DIFFERENTIO - DIFFERENTIALIS. I7S 

Ck+0(k+2) •■• (K+r) 
fiue ^'•+' =±A» . (•K+OfK + r— 0...(r+0 , rKrt-0...(rl-r-.K). 

porro,: (k+r4-a)(r+a)^'^+* — (r^— r— «k-^i). 1.^'"+' = o 

(k+r+4)(r4-4)J^"^*-(?'-r-»^-3).3.^"^^=o 

etc, "* etc, ^ 

quas aeqtiationes itidem ad coefficieiites euaaefc^ntes perducere fponte apparetv 

Hinc taadem concludere llcet> formulam pro inUgrali completo inuentam femper 
efSTe finitam. 

Exe.mplum r^ 

§• XXXVIII. y) Sit propolita aequatio: 

o=x^(i4-bx^)d^y 4- x(sH-exO 4" (— ia + gx')ydx*; 
erit, ob — la = — p(p — i) — sPi p = ^etp^ = « — 6, k z= -f 5 porrc» 

^ =-— n(r4-r^;(§:XXVIL a0=5 — 3(f + 05 — = ^f«"^^^ 

b a 3 ' 

hiiici. = — w(ir'— i)— -l*s=^(a4-3r)(irt-3r) — (srTf-a^^S — Sr.—- 3r') 

==— (3f + a)(<5— Sr^). 

Quibus valoribus foppofitis , prodit aequationis differentialis 

o=x*(i+bx5)d^^ + x(5+(s^3r— sr^^bxO^Iyclx-— 3(4— (3r+3)(r^— 2)bx3)ydk* 
iiitegrale completum hoc : ' ^ ^ 

V-AG»+'-^^^bxS +!Cir:!2Ciz2:12i«3i±ti2b»x84. 
. ^ II .' 1.3 tt.14., 

• - . ' r(r— i)Cr— 0(&— 3rI)C» — 3rt+3)(8— ,3rl+ 6)^3 n , \ 

' i.a.3 11.14. 17 • . . ■ -^ 

4 k '.l/^— 6 . rKS + 3r) 3 rlCr^^-O (S -^ 3r) (8+ 3r — 3). a O , 



I. a . 5.2 



; rr(ri— OCri— 2) (a+3r)(8+ 3r — SJ.Cg-f 3r^6)^3 3 \ 

— . •^ > ■ ■ b^x^ + ♦ • • i 

' l.a.3 J.2. — I ' ^ 

vl4>..cum r et r^ fupponantUr namerl intcgri aiSrmatiuiy. vtraque feries abrumpit. 

a) In Calc« Integr. P. P. xe seu^i et jacquisr VoL II. p*^428* huius ex- 
empU cafus particularis relblutus extat, nimirum pro r — o, r^— i^ b = x; tunc 
habetur.dequatioms differentialis : ^ o = x ^ 



y 
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iategrale completum : y = Ax*^-f- A^ Vx -f-f^ ^* ^ 

3) Seruato valore r = ©, pn> quoms valore r^ prouJit aequationist 
o = x^(i + bxOd*y+x(54-(S — 3^0bx^)dydx^«(a — (r^-.a)xOydx* 
integrale hoc: 



'^ I...4 " * 



> 

Exemplum %. 

§. XXXIX. i) Pro aequatione 

P ^x^ (i + bx^)d*y -f x(— 5 + ex*)dydx 4-(5 + gx*)ydx^ 

eft5= — p(p — i)-|-5P* hincp = 5, P^=i» k— 2; porro-l = — 5 — 2(r^-|-r); 

— = (p -j-u r) (p^ -|- n r^) = (5 -j- 2 r) (i -|- 2 r^). Quare obtinetur aequationis diffe- 

rentialis - • . ^ 

o = X n I +'>» *)d *y — »(S+(s+a(r'+r))bx ')dydx4<s-K5+3rXi+ari;bx » )ydx * 

iategrale completutn hoc : 

y=— (r+a)(r+i)r\r^— i)b'Anog.x.(x' + '^^— ''■^ bx-^+ •> 



r(r_i)(.— rl)(8-rl)^^^^_. \ 



b'x 
■•■ , *•'-■ : :3-4 . . .- 

-- A^(x + rTr+a>bx'^+J&x» + .^Ux'+.^"t»x.9 +. ... 

vbi co€fficientes S^, J^", ~S^^^ . . . ex his aequationibus deiiniuntur : . 

(i+0(i+i)rrlrrl— O(r,^0. , ,t Af»— O (3— r^) 



«.^.^"^(r^-S^Cr- l)^» ^^ (j+.)(^r rl(rX-, ^ (r^ i^ ,^. (-' 

I • * .3 I ^ 



+ 4 — rV^Os 



3.S.^"-+(r^-4Xr~a)^"^+ ^-^-^'t'>(-0 - ^'CrX-0rrT-0 _(ri-3)^^,^, 

It2»3*^ ^.2 

etc. etc. * 

o) Pofito 
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.2) Pofito r^ zsi O vel =: i , integrale a logarithitfo rsx lihenxm prodibit. Pro 
r^ = o habetur : ' 

. ' . ^ ' * J.4 l.i - » iS.4.5 1.2.3 , 

fiue etiam = A^x -\- Ax^i-jrbx^) * + '' . (i — (r4-x)bx»j(cf.S.XXXVlI. i.). 
Pro r' — I eft: n 

y==AH«+J[r+a)bx»)+.§x'(i+-bx»-f-^l^b>x*+I^^::iini=lb'x«4...) 

fiue =: A^ (x -|- (r-^a)-bx') -|- Ax (i-j*bx*)?^ r*, integrale complettiai aeqaationis 
differentialis : . , 

o=x*(i-|-bx^)d^y— x(5 + (7,+ 2r)bx*)dydx-|.(s-f 3(5 + 2 r)bx^)ydx^ 
Huius aequationis cafum fpecialem, pro jr=: o, refoiuit ^svlervs I. c. §.981* 

SchoUon. . ' 

5- ^l^* Formam in^tegralis pro cafu aIj:ero probiemati^ praecedentis ($. XXXVIL. 
2.) etiam ex integraiis completi expreflione fupra inuenta (§. XJ^VIL 2.), direfte dedu- 

- . .x+t+r^ ( k + r -r-r^—i .^ 

cere llcet. Habetur nimirum y—x^ (^+3z) ^^^X (^+Px) ^y* 

exiftente z = N+M/;^ (i*|-j3;;^) d;^. Quare integrtil^ 2 euolnendani eft. 

"* * ' -I V 

i) Suinamus pritno k r= vel < r^,— ri tum binomio (t + (3;t) ta feriem con- 

• • • * ' - - 

nerfo, Integrale illud neceffario logarithmo ip&us x (— /x"; 'dx;,ia9plicabi.tur, hsnc- 
^que indaet formdm: 1 

I ' 

L. i-|-r-(-r^ — r^ — j 

vnde fequitur y=:;ij "( 1-1^3%) . ^''(i-fijSx) 

C -Hr -., ... k+f ^ 

Vez log->j+«»+^X+cX*-+fX +'• • V- 

Differentiall r^^ aftu euoluto haec prodibit Jormi : ' 



y 






,v «1 

t . ... .■•, - . .^ji i 



P' P' ^. r -i: -I- a 



"+58X''+SX™ +2>X" .+ ••• 

. ' Cuiua 



178* VOVA DI8QVISITIO 

Cuius expreffionis parte prima ex. fupra (§. XXV.) demanftrsltis transfbrmata , et pofito 
X loco ;^, p-r-knpro p', obtlnetor ^ 

y=Blog. K . QxP+-_-PicP^ Ar—, (kTTKMlo^^ '^ +-V 

a) Quodfi fecmdo f uerit k > r^ -^ r , at < r^ tum integrale 
Zznfx ('4"1^%) ^Z in feriem finitam euoluere liceblt (evlbr. Inft, 

C. L Vol. I. p. 103.) ; quo fafto manifeftum erit, in expreffione x ~ {^-{^x) ^ 

fDaximam exponentem t2 x«fle 'z=z k-{-r.-~r*-^i , id eft<, tt hincquc differentiale 

r ^ euaneibere. Quare prodibit; y = o ; qui valor quanquam aequationi difTerentiaK 
per fe fatisfaciat, faaud tamen nouum integrale particutare praebet, ex quo iunfto cum* 
altero ex z = N orto definire licei-et completum. Cum ?gitur pro hoc cafu , exiftente 
nimirumk>r^ — r et <; r^ formula noftra determinando integrali coropleto minus 
apta eS^ yideatar, hlc cafus ad priorem (i) reducendns eft: quod quidem fit, permu- 
tatis tantum 'W et -Jr^ , manentibus p, p^ ; fic r abit in r^ -^ k , . r^ In r -{- k ; hinc r^ — r 
in ak T^- r — r^, quod iam eft > k. 

Hinc apparet, formam integfalis (x) etiam pro numeris integris k maioribus quam 
fi — r Ipcum habere, Coefficientes 58, (5, © . • ^. iefinire iiceret ex ftibftitntiooe va- 
loris t3 y C^)^^ '^f^ aequatiope difFerentiali' propofita.^ De quo vero cum ex fuperiorI« 
' bus abunde iam conftet, amplior euolutio fuperfiua dL 

fiufficiat hoc loco", praeter methodum §. XXXI. expofitam , aliam infuper viam di- 
red^m nionftrafi!e , qua ad formain integralis pro nnmeris k integrls , communiter ftne 
demonftratipne afiumtam (§. XXX. 3.), certa inueftigatione peruenire Itceat. Qu&e 
quidem haftenus difta ad numeres r integros fpeftantia , fine negotio ad quosuis tS r 
valores extendipofle, fponte intelligitur (§. XXIX* 1.). ~ • , 



PROBLBMA XI. . ^ 

§. XLI. Exiftehtibns ^-^^ — r = -^ g, et ^ TT^ = r^ = — g^ numeris irte- 
grifi negatiuis, inuenire expreffionem finitam integralis completi aequationis differentialls : 

Aft w% v% 

o s=z X* (a-f-bx )d*y-{-x(c-|-'ex )dydx -{-^(f-j-gx )ydx*^ 

' Soltttio, 

Sicuti In folutione pfaecedentis probleinatis ({. XXXVIL), ita hic quoqne dM 
cafus fnnt difcemend!» 

j) Si . 
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z) Si numerns k (quem affifmatiue famere licet) fuerit vel noQ integer , vel inte- 
ger no* minor uumero g , tum ex fapra demonftratis (§. XXVIL 3. XXX. i.) prodit in- 
tegrale compietum 

(p— 0(f— 0(p' + fc— 0(f*+fc— O oa gn . "S 

i.a ck-0(k=^O ' -r"'J 

(,i-~t)(fi—i-) (p — k — i)(f — k — a) ^a an , N 

' ~n (_k+0(k+2)- ** * •r"'J 

cuius vtraque pars abmmpit. Exiftente k numero integro — aut > g, loco partis po« 
fterioris pani etiam poteft haee feries : 
A'xPr X ->d<i=i)^,«+ W±!> nc,0(k-,-0 .^,n _ N 

^A k— .1 * ' i.a (k_,)tk — 2) ^ y 

qu^ ctim priori parte coniunfta itidem praebet integrale completum finite exprelTum. 

a)*QxiodaUmm cafum attinet, k nimirum exiftente humero integro <C p, qnan- 
quam eius folutio ex prlncipiis §. XXXI. vei XL. adbibitis deriuari queat: fatius tamen 
videtur^ eundem ad cafum alterum problematis praecedentis (§. XXXVII. 2«) reducerer 

Pofito y = X * (a + bx**) "* ""^. v (§. X.), aequatio 

O = X» (a + bx"jd*y 4- X (c+ex")dydx 4. (f + gx")ydx» ' 
in hanc transformatur: 

o^rX^^a-fbx^^^d^v^-x^C^-Ex^^dvdx-f^f + Gx^^ydxS 
vbi.funt coeffi«ientes: C=:2A — c; E=:a(n-|-i)b — e; G = n(n4i)b — ne-|-g. 

Locop» TT, k, r, ponantur pro aequatione transformata P, 11, K, R; tum aequatio- 
Bibos: fr= — ap(p — i) — cp, g ::= — ^bir^Tr — 1) — eir, refpondebunt hae: 
f— : — aPCP — i) — CfT, 0= — bn(n — i) — EIT, quas cum illis comparando 
faclle coUigitur, forePr=: — p» 11= — n— ir. Hinc ob p, p* et ir, is^ inuicem permu- 
tabiles, ponere licet P =— pS P^ = — p; 11=: — n. — tt', n^=: — n — ir; vnde 
porrofitK = k, R=: — i — r^=r: — i+^S R^rr:—-! — r=:— i-}.^. Quare 
cum in aequatiotie propofita f et r^ finfnumeri negatiui, in transformata contra R etR^ 
eniRtairirmatiui. Haec igituraequatio ex praecedenti problemate integrari poteft; ficque, 
poneiido pro literis minoribusp, p^ . . , literas refpondentes maiore^, earumne valor^s modo 
expretCos, prodic ex 5* XXXVIL 2. aequationis transformatae integrale completum boc ; 



Aa v=— A^ 



' t 
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»^ ~ k+i I- T^ ,., (k+i)(k+j) •" ^ • 

, _pi__kn/ • (»— tXk-t-.^— ^^n , (f— iXf— O tk+.'— OCk+ '— O ^a aa 

^Ax V.'+ — f^'' +■,..'" (k_0(k-0 **^* 

, , (»— 0...(f— k+O (k+^-^0...(e^+0^k— I kn—n^ 

^ ^ ».s...i— 1 (k— 0...1 . '' 

coSfficientes ^', .1^", ^^*' . . . prpgredinntur, haec aeqnatio oftendit: 

+ Q^A} (^^■^'' — OCf^^-fc—O •(-'—") . (f— 0(f— O- (^— k— «») 

. ((k+s^+oisl^ii:!:::!^ . (^=±±1 +k-,-,i+.^+ ,) 

Expref&onem fotegrdls finitatn efle , eadetn ratione ac §• XXXVIL a. apparet. Ex f 
fponte prodit int^grale completani aequationis propoiitae:, 

PROBZ.EHA Xn. 

5* XLII* Definire eonditiones » fub qnibos integrale completum acqnationis diff^ 

rentiatis: o =x*(a-{-bx ^d^y^-^Cc-l-ex^^^dydx -|- (f-f-gx°)ydx*, vel algc- 
braice vel faltem per Arcus circulares et Logarithxnos exhibere liceat, dom fapponatnr 
r 2= nnmero integro afiimiatiBo fiue negatino. 

Solutio. 

x) Sit ffJMo r — nmnero integro affiratatiuo, tnm integrale .conpletom hac fof^ 
Hikejipriiiikor: y = x"("+0X) i\x (*+^) ►»-/ 



MmMm^ 



exiftente«=N-f M/x *~'~'(i+/3x)'dx(5-XXVIL a.)- Ittque y doabns 
partibns conftat» qoarom prima, prozzrN» a^ebraica eft (§• XXIV* XX V.); altera 

dt iategnde /;i( ~ (^+l^x) *X*i Qoare id iam agitor, vt inoeftige* 

tor. 



DB niTEaaATtomt axqtatcoirs vanKamo^wwmtamAun, 



Jcgi 



I 

Cttr^ qoando hoc rntegrole vel a!^ebraiee vel per quantitate^ traarcendeiitea aotas exhib^e 



liceat. Com vero differentjale j^ 



'(x-f-|3;^) dx cum fbrmula &tia nota 



m 



-r 



dx(a-|-bx ) ^" (^) coaneniati fiicile coiligltiirft iilnd tribaf cafibas praedifta 
ratlone integrabile efle, fi nimirDm triomnumerorum: r^; k; r^— -k; vnoa foerit iote» 
ger fiae affirmatiUos .fioe negatiuos» 

s) Sit feeuHdo, r = aamero lategrc negttioo s=:*^{, tQm habetor pro L 
completo (§, XXVII. 3.): 

y=X"d VX («+ftc) .«y.dx?— », pofitoz — 

Hinc fimili ntione concioditor , integnle z, indeque et ipfom inte^le completom y rel 
algebraice vel fiiltem per Arcus circolares et Logarithmos exprimi pofie, fi trioni nume- 
rornm: (^; k; ^'-(-'^'» vnos fuerit integeri fioe affirmatloos fioe negatioos. Qflaecoo* 
ditiones com praecedentibos (i} confpirant. 

^ 3) Exinde haec conclufio commuois iofertor : Integrafe completom aequatioois dif- 

fefentialis propofitae tribus eafiboSi vei algebraice, vei fiiltem per Arcus circulares et 
Logarithmos afiignari poiTe: fi i^ r et r^; vei a) r et k; vel 3) r et k — r^ foerint nu- 
meri integri, nuilo ad eorom figna refpefto habito. Quod qoidem integrale doabos par- 
tibus conftat, qoarom primaalgebraicaf eaqoe fupra iam eooiuta ^tt ($. XXVIL %, 3«), 
altera ad diiFerentiale fecondom regoias aotas ii^tegrandom.redocitur. Supponitur autem, 
numeros r' et k^ fi non integros^ faltem fraftos ratioaales etk» 

Corotlarium j. 

S« XLin. i) Conditlones modo inoentae comprehendunt etiam cafos §§. XXXIIL 
XXXIV. XXXV. XXXVIL XLI. eoolotos, quibos integrale completom vel exprefitonibos 
mere algebraicis, vel afiiumto tnfuper log. x, exhiberi pofle» iam ex formoiis {pho prae- 
cedente adhibitis concIode;re iicet. Ceteris cafibos» quibos iftae condltioncs locom ha^ 
bentf integrale aliis qoantitatibos logarithmicis vei circolaribos exprimitor. 

2) Qoanqoam hae formolae integrale completom exhibentes in genere pro fofBcien» 
tibus Iiabendae fint, lu earom tamen applicatione difficoltates occorrere polTunt, quae ac« 
curatias excutiendae funt 



Supponitnr primum , fumendo z =fz 



C^+f^xf ^X* vel = 



fy^ ^(i4*0Jt)^ ' ^^X* obtineri intcgrale particulare, quod cum altero algebraico, 

Aa a ex 

(•) Stihr Xaftit. Calc. InCegr. Vol. I. S«a.I. Csp.II. KoiAntr ^nalyf. innuit.J. 399. psig, r^2 fq* 
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tx z — fJ deriuato, lungere liceat. At verQ ex eo, qtiod §. Xf^ 2* adhibendo ipfas 
hasce formulas, obferuatum eft, colljgerelicet, loco integralis KHus particularls prodire 
nonQUinquam y = o, qui valor ad integrale completum eruendum inutilis eft. Quae 
igitur difficultas iam foluenda eft. 

niud quidem incommodum locum babere poteft, fi vel i) r^ — k- — -r pro (§. XLII. 
I.), vel 2) k — g"j-t^ Pfo (§. XLII. a.), fuerit numerus integer negatiuus, vbi inte- 
grale z algebraice exprimitur. Eft nimirum pro'(x) feu pro affirmktiuo r, 

(k + r— r»-.0(k+r— rl — »-) a a , ' 'N. 
(k + r— OCk^-r— a) *^ ^ 'T " ' J'* 

(k + r-i-r» — 0(k + r— rl — 4)«a a 



(k + r—iHk+r— O ,'^?i-rvj' 



S^rieSf cuixiB differentiale r^^^ hic occurrlt» finita eft, et in vltimo termino maximtis 
exponens t2%, =k-|-r— r^—i. Qaodfi igitur numeras k— r^ ne^tians cft, vel 

r= o , tam is exponens erit <; r, et diiFerentiale iilud r °* — o ; hinc qaoqae y cua- 
nefcet. Simili quoque ratione pro (a) feu pro negatiuo r = — ^, eft 

;Z^(.+(3;c)«'.*-«+'G-5=i^^P. + 

(— k+f— I— ,!)(— fc+,— 1— ^i) ^a « , 'N 
(— k+f— 0(-k+p— 3) i^X,-t-"J 

ety=;<:"^ A f~k-, ^+ (^-o^r-i^-a) ^ ^ — •> 

quod integrale rarfns erit = o, dum fit k-f-g^::vo", L ,e. r^ — k numeras integer negt- 
tiuus. Exinde apparet, y duplici cafh prodire =0 : 1) fi r et r^— k fint numeri integri 
affirmatiui, etr^ — k<r j a)fi r et r^ — ^k fint numeri integri negatiui,et — (r^--.k)< — r. 

Cnm ita conftet, qnando hoc incommodam locum habere pofiit, fisicile iam illud eai- 
tarelicet. Pef mutatis nimirum gr et w^ mbit in r^ — k; rMn r-f-kf fi^e, cam k va- 
lorem feruet, r^ — ;kin r. Qui noui rSv r et r' — k valores, ex priftinorum mutaa 
pcrmatatione orti, ita font comparati, vt priore» conditiones, fub quibos y=o prodiba^ 
non amplius locam habeant. 
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' 3) Pr^eter incomnrtfdtim iam fcrblatum, £i/^rrfim infuper appUcationem fblutionig 
praecedenHs (§. XLIL) impedire poteft. 

'Supponitur nlmirura , integrafe particulare ex z — N ortum algebraice exprimi pofle 
per feries fupra inuehtas.(5. XXVlL 2. 3.). At fi fuerit i) r numerus integer aflirmati- 
uus, k integer negatiuus, et — k <r, vel 2) r integer negatiuus« k integer affirmati- 

^iiQS., etk< — ri tom illae feriesob terminos infinitos inutiles funt (§• XXX. 2.). 

Quae difiicultas fic tolli poteft. Permutatis inufcem p et p',k abit in — k; r in 
k-}-r; r^ in r^ — k. Hic nouus yalor rS f fignum priftinum feruat, i. e. pro (i) rurfus 
«tlt oamecos integer afiirmatiuus ; 4)ro (a) ioteger negatiuus ; co&tra vaior t? k priori 
opppfitU9 erit. Qua igitur permutatione fa6l^ feries iftae vtiliter adhiberi pofi^unt^ fiftent- 
que integralia particularia algebraice exprefia. 

* 4) QttJiftquam ^c alterutrum incommodum (a, 3) feorfim tolll queat," dubium *ta« 

men fuboriri pofiety num id etiam femper eiEcere liceat , vt ff^2f^/if» folutionem praece- 
dentis problematis (§. XLlf.) impediat. Quod dubium dilnitur hac obfetuatione. Si ni- 
snirum alterutrum incommodum fine ftltero adfit» et pritis tollitur, permutando inuicem 
ir at TT^ (a), vel p et p^ (3) , tum boc fnblato, nec pro nouis valoribus xSv w, p, alte- 
Tom incommodnm loeum habebit. Id qotdem ex confideratione valorum, quos r et r^ re- 
eipiant, maiiifeftom eft ; hincque^f^ponte eolligitur, fi velytrumque incommodum fimul 
occarrati vttomque etiam, vnumpoft altemm, tolli femper pofle. 

»• 
CoroJtariitm ». 
$• XLIV. Quo iam ex hadenus figillatim demonftratis conctufio generalis fortne- 
tur, cafus, quibus integrale completum ex fbrmulis inuentis vel algebraice vel faltem per 
^antitates logarithmicas et circulares exhlbere Iicet> ficxiifcerni poflunt: 

A) Sipraeter niimerum r, integrum, fineaffirmatiuomfinenegatiuum» trium infn- 
pernumerofum: i) k, vel 2) k — r*, vcl 3) f*, vnus fuerjt itidem integer, af- 
firmatinus, feu negatiuus; tum integrale cooipletum femper^ fi non algebraice, 
faltem per qoantitates tranfcendentes notas afinignabitnr. 

B) Ex hisce cafibus praecipue notaudi funt tres fpecialiores, dum conditiones mo- ^ 
do commemoratae (A), qote fignorum nullum refpe6lum hdi>ent, quoad haec 
figna numerorum integrorom arftius limitentor.. 

x) Si binorum numeromm integrornm r et k altemter fit affirmatiuos, com 
alter negatiuus fit, fimnlque r-|-k eiosdem figni cum k; 

a) Si binorum numerorum integrorom r et k -r^ r^ vtevqoe fit affirmatious^ 
vel vterque negatiuus; 

3) S eodem modo nomeri integri r et r^ in fignis conoeniant ; tom integrale o»m« 
pletom qoantitatibos mgre algebraicis expiimitnr, nifi qood cafo tertio fi f oel 

rit 



] 
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I 

K 

rit k niimerus integer» tiec fimnl comiitio (i) locam btbeat, logarithmos r? x 
in expreifionem integralis ingrediatur. Horam cafuum integratiowm comple- 
tamfupra §§.XXXIIL XXXIV. x. XXXV. XXXVIL XLL fatis euoluimoa. 
Pro ceteris TflSv r, r^ et k valorlbuSt qui conditionibus (Aj, nec tamen condi- 
tionibus (B) accommodati funt» integrale completom q^uantitates logarithmU 
casalias, praeterlog. x, vel circulares Inuoluet: eiusque determioatio pea- 
det ab integratione fgrmulae differentialis fecundum regulas - nptas haod ^iffi* 
culter abfoluenda (§. XLIL). 

X 

, Scholion. 

§• XLV. Alii auftores , qui integrationem aequatioois noftrae dtffereat}altf f pofite 

^mf = ri=: numero integro, pertraftarunt, plcrumque tantum in integrali particulaif 

n .' 
per feries abrumpentes expreilb fubfiftentesi haud fatis accarate euoloerant, quomodo 

integrale completum inueftigandum fit. , 

i) Qoae KVLERvs in Inftitt. Galc. Integr. (K c.) de hitegrali completo tradit^ 
tantum ad expre flionem integralis per feries infinitas pertinent. Idem in commeotatlone 
prima fopra ($. IL) laudata (Coroment. Petrop. T« X.), exhibito integrali particulari .pra 
T- — nomero integco affirmatiuo, additf exinde completuin petendam efle ope regulae 
generalisy qua ex integrali particulari v aequatioois o=^Pd^y-|*Qdyilx-|-Rydx* 

eliciatar compIetumy=Cv/e ^ .dx^^), Qaodfi haec regohi ad cafam noftrom 

vv 

c c e ' ^p 



-— — ^ — K — X r-4-r* 



vndefity=Cv/x ^Ca-f bx")"» ""d x^ gy/x " (i+^ dy. 

■ I ■■ I I ■■ I I III ■■■! imi 11 I II - . - ''V 

YV VV 

Eft autem P , 

— '^ A ^ k+i ^^'^ , t., (k+ock+») ^^^'"J* 

pro affirinatiao r ; pronegatiao r =r->- 0» 
pi 

* O^-OCf— 00'+k — «>Cf'-*-k— O ga a, \ 

I.. ck^ock — a) t^X"r«"> ujjg 

<•) Cf. infra S.LXJ^t t. 



»K urrxdRATioiaB ASQr ATio)irs DtrfEjmmo • diffjiiucntiaus. ^S:$ 
HiDcerityveI=Dv/^ . ^^'TPX) ^X^ ; -^ ^el 

V'+ k+, •^^+ ,.a Ck+iX!k+:»)^ X+---> 

--■ni/jr^ V -r^^/c^.^ ^ proQtirfaerlt oTraierQS ajBtoatlQQSL 

V+ k_ ~Px + • • J ' 

vel oegatiaQS. Exinde intelligitQr, Itac ratione pendere determinatronem integratls com* 

pletl ab integratione formQlae dilFerentialia admodam complicatae; cum adhibitis contra' 

noftris fornuUia, integralia completi expreflio inuohiat tantnm integrale diCerentxaliA 

k~*r X T^ 

onmino ilmpltcioris 9 fc./jg (i-^j3j^^ d;g pro affirmatiuor/ et 

fX ^(i -f"3;t) ^X P^ negatiQOJ^ = •— g. Pfior^nidem foximQla dlffereii» 

, tialis, fi vel ea ab irratlonalitate Iiberata faerit, difBcuIter tamen ex praeceptis vfitatis 
traAatnr, haec enim praecepta fUpponQnt refolationem denomlnatoris in faftores fimplices 
vet quadraticos, qui quomodo inueniendi iint^ denominatore inuolaente (eriem iodefini» 
tam, haud liqaet. Qaare ifia integrale completam eliclendi regala.haud fufiiciens eflfe* 
videtur. 

- a) Iq comment^tione recentiori (IfoQ. Comm»Petrop. XVn*) «VLiRVS regulam 
op&nino fimplicem tradit de integrali completo algebraice determinando. Commemoratis- 
llius cafibas^ quibus integrale partieulare pcr feries abrnmpeDtes exprimere iiceat, cum 

nimimm in softris fignis — ^^ r ftrerit DomerQS integer vel affirmatioQs vei negati«QS> 

, -» \ * e — -- b c 

baec addit verba (§. XI. pag. Z34* L c.) : '"St inlbper r--^ foerit nQmeras integerr 

ab 

^vtroqiie modo tntegratio abfolai poterit» vnde Jntegrale completnm algebraice obtlnebi- 

'*tnr/* 'CaiQsaflertirationem$pho IX» profert^ qoae fic concipi poteft. EftproquoQis 

9^ non tantnm pro & = I y 1117— f =: — r-— r^; pofito igitar*^ ■=:«» qQali* 

nab Dsb 



tera numerQS integer, et qnidem ex svljkkz mente tffirmttiQus, denotetQr» erit 
^^ = *— r — «• Htnc r^ obcinebit valorem integrum negatiUQm , et cam t fQ^Kmatar 
efl*e numerQS integer affimiktious, vterque valor, r et r^, fuppeditabit integrale pardcQ^^ 
lare , ficque "pro eadem aeqaatione gemina inlegralia exhiberi qQeQnt*' (1. c.) , ex quorum 
combinatione ieqaitQr jntegcale comptetQm. Ex hpc fundamento patet , regalam com^' 
commeinoratam breaiter fic efle enontiaiidam : Pofitis binoram nnmerorQm iDtegrorom r 
et r^ voo^ affirmatiQOi altero negatiuo, integrale compIetQm femper algebraiee obtineri» 
QQtm vero ipfam regolam minns veram efle»* ex ils elQcet» qnae de integrail cbmpleto 
fiipra demonftratft et j.XXiV. breuiter expofita fant. Quanquam argumentatio ab kv l s- 

«o 



i85 novA DiSQVismo . 

Ko adhiblta omnlno fit fpeciofa, eam tamen haad folidam efle, fic probatur. Ez valore 
integro affirmatiuo r prodit integrale particalare hoc : 

£x valore negatioo r^ feqnitur altemm integrale particulare: 

y=:x*^(i+/3x ) ^ ^ V'+ "" k+T"^'' + 

(r^+OCi-^+OCr+k+OCr+k + O a ao _, ^ 

«.a .(k+i)Ck+2)- f^ "" . +- V- 

lam vero fupra obreruatum eft (§. XXVill, 2.), haec bina integralia, etiamii diuerfe 
exprefla, reuera tamen identica efle. Hinc KVLEni argufueiitjamy quod illorum diuer« 
fitatem fupponit, fundamento deftituitur. 

Cum itaquevel tantus Analyfta in diiudicanda quaeftione de integrali completo, a 
vero aberrauerit, ,nec ceteri au£tores lianc quaeftionem fatis euoluerint, eandem opani. 
cura denuo examinandam cenfui; indeque ea, quae hoc maxime confilio haftenus expoiita 
fiint, quanquam paullo prolixiora, iistamenhaud prorfus fuperflua videbuntur, qui ac-, 
curatiorfem et, quantum fieri poteft, abfolutam cognitionem amant. Satis conftat, aequa- 
tionem differentialem fecundi gradus tum demum pro refoluta haberidam efle, cum inte- 
grale binas conftantes arbitrarias inuoluat, i. e. completum fit. Integralia particuiaria 
non aeque late patent, ac aequationes diflerentiales ip&e; quin otbnino fieri poteft, cum 
de folutione certi problcmatis , v. c, geometricf, agitUr, v4r integrale quoddam particularc 
tali problemati nequaquam fiitisfaciat, verum foiutio demura ex integraii completo petenda * 
fit, dum conftantes fic definiantur, vU conditiones peculiares problemati additae poftulant.. 

Reliquum iam eft, vt einsmodi cafus nroblematis (§. XLII.), qui problematibus tri« 
bus praecedentibns (§$. XXXHI. XXX Vll. XLI. ) haud fubfunt, quibusque integralc 
coppletum tranfcendenter e^primitur, nonnulli^ ex^mpUs iUuftremus. 

Exemplum j» 

§. XLVL i).Sitr=r i; r^ — ^a; k = ~l; eriti-=i ~ ap _ |a; 

a 

— =1 — ap- ; -— =p(p+l"); -r:=(p+n)(p ). Inde haec prodit 

b 2 • a .0 . . 2 

* ' ' '- ' ■ 

aequatio differentialis : 

o = x* (a+bx")d*y+xf *(i — aP'~— ) + b(i — 2p )xMdydx 

+GpCp+ 7)+b(P+»)Cp- 7)x°)ydx^ 

• 2) Inte^ 



DX INT£GtlATIO\^£ ASQVATIOiaS. 4>infERiCN^O > DIFFSRBNTIAUS. XS? 

a) Integralis completi pnrs algebraica (§• XLIL i.) eft =r ^x*^(i— (3x ). Ad 

determlnandam alteram partem euoiuendum eft integrale z =/%~. ('•H^;^) d;^ 

d% . , 2 du 

du . o du u 

// — I x\2.~ /_ I . t\ "4" i/ — I — r= /* I — TC + i Arc. ttng. o; hino fit 

• (fly)^ t 

z t^fPzr: ^"7-/5 — J* A. tang. ((3%)^. Quare babetur integralu completl ptrs alten 



P^ 



*+«^+''d'-C.-/'^+7t4.3y)*--f*— «.0 



^^^X" 'dVr|3+Z '(x+f3x)A.tg.(|3x)V:dX 



TVf — H — ^ ] ""^ — ^ - tk* 



-^z" '\x M'+to r^ +A.t.((3x)' 



\x '^(i+f3;c)x y} 



^ X^(^i>^Px— A.t.ng.n3x) 



. 3) Exinde pro ae^natione diffecentiHli (i) Iiaec obtinetur integralis completi expref- 

fio: y=NxPCi— 3x°J-fSWxP(rf3x°— aA.tang.r|3x"); vti N et !Ul fant Con- 
ftante3 arbitrariae, et j3 = — .. 

Hqc etiam exemplo comprobatnr, bvleri aflertum de integrali compteto alge- 
braice determinando erroneum efle {§. XLV« a.)« £ft nimirum pro hac aequatione r = 

numero integro, fimulque ^ ^ ^ = 1 5 nihilominus tamen integrale completum tran* 

.nab 

fcendenter exprimitur. 

Bb J, XLVH. . 



« • 



Jgg NOVA MSQVISITIO ^, 

Exemplum 2t. ■ ' ^ 

5.XLVII. Sitr = o, r^=±:4, k — o> eriti.= i~2p; JL = i — ap— JL. 

a b a 

— = p* ; -5- =r p (p -^ ) ; inde aequatio integranda haec t 

a bi ^ % 

o=x*(a+bx^>i^y+Sc(a(l— ap)4-(i— 2p— — )x")dydx + (ap*+bp(p4-^>^^ 

-L 

Cuius integrale completum y prodit =NxP-;|-Mx" /x'^^('+ l^x)* ^ JC* ' 

I 

^^ .. i n « /«dy (i-|-3>::)^ -udu.u 
Eftautem, pofito i+|3x = o*# / -JLl_L.'l±i. = 2/ 

y u*— 'X 



0+;:^) 



% 



hinc fit 



u-|-i 
l ^ >r(i+/3x°) + i^J 

=:gK»P. C^+r(i+Px°;+iog.(rci+3»")— o — -iog.x). 

Exemplum 3. 

Problsma. 
$• XLVIIL Reperire integrale compUtum aequationis differentiaiis t 
o = a*d^y(r-|-x*)^— • 'y^ydx*. 

Solutio. 

i) Comparando hanc aequationem differentialem cum forma geoerali haftenus coq* 
fiderata, efta=rb = «*; c^e=:o; f=o; g = — 7*; n=2. Hihc aequa- 

tiones pro p et ir in has duas abeunt : o = p (p — x) ; — ^ =k v (9 •—* x). Aequationi 



u 

w — P 



primae iatisfaciunt valores p sO, et pr=: x. Afl^umto valore priori erit 

a 2 

~: r, hinc — = 2r(ar — i); oro altero valore eft = — 

«* - ' n a 

s= r» hinc -^ =r (a r -(« x) ^ r. lam conftat, y per feriem abrumpentem exprimi» fi r 

aequetur numero integro; inde fequitur, bac ratione aequationem integrabilem fbre, £ 

V* 
ftierit— =:s(a— *x)> deoota&te s nunMram iBtegnm, fiue parena (ar),^ fiue impa- 

«ia(ar+i). ^ . . a) Po- 



tE INUaAATIONE AEQVATIOin^ DmSXCNTIO - DinfnBNTI ALIjA ' 

2) Pofito primum — = ar(ar~ii), 'eritp^=: l; k — ^ii w' = t 
sr I — a r; r /=- — r j hinc obtinetur 



x«9 



:/ 



1.2 



i.3 



— Av. 



, r(r— (r— 4)(ar— 0(3r4-i)(ar4-3) ^ . 

r.a.j 1.3.5 ' ' 



3) Pofito/4rnMirfa/-r ='(*r+Oar, cfl:p = i, p^ = o; k = i; ir^sri — «r 
— — *ar; r^izr — r; hinc prodit 

^ r(r— O (r — OOr + t)(«r>»>)(>r+ 5) , , x 

* x.».3 X.J.7 * ^ 

Quam feriem, aeque ac prlorem (a)» ob t numerum Integrum abrumperci manifeftum e/L 

4) Hia tamen feriebus integralla tantum particularia aequationia differentialis pro. 
pofitae exprimuntur. Quaeritur igitur» quomodo integratio^ eompteta peragenda fit) 

quod quidem negotium difficilius efTe videtur. 

» 

Sumatur primo -^ — 2^(2 r — i) , tum , praeter integrale (a) , habetur alterum 
integrale particulare hac ferie exprefl*um (§§• XXXI. z. XXXVIL z.): 

^^ ^ • 3 * i.a 3.5 

I r(r+0(r + 0(3r--0(gr— 3)(ar~0 ^ , 

' i.a.S 3f5.7 ' ^ 
rirrBv^ . 

Quae feries cum Infinita fit, videudum eft, quomodo elua {umma iQuenlri queat: quo 

'' faAo erit integraie completum = Av-{- Bv^ Simili deinde ratione cafus atter, quo 

-- =: ar(ar-{-x) (3)1 traftandas eft. 

5} Quem in finem illa feries v^ in dua^ partes diftribuatur « quarum vna comprefaen« 
dat terminos r priores , altera ceteros. Caius alterius ptrtis termini feorfim confiderati ' 
hanc feriem conftituunt : . « 

B a (ar — 0(ar^3).. .t 

i.a .3 ... 1—«^ 



xpo 



KovA DiSQvrsmo 



(ir— 0(af — 3)...i /'<r-Pi)...(ar— -0 «r4-r (r + »V..2r ar4-Q . 
i.s.3*..r — I ^1.3 •.. 2r + i 3*5*.2r4-3 ~ 

(r+3)...(2r4-i) zr-Us a-Cr+m^^r+Jn+O .OH-m— 2),ar+2m*— 1_ '\ 

5... 2r+5 (201— >i)(3m-f*i). .(2^-1-2 m—i) ~ y 

_.li!ZLi2:^. s., Temini generalis feu m" feriei S co6fficiens /^+'"^- <'^'-+'"-0 

i.2...r~l (im — i)..t2r+^(n — i) 

inftar funftionis frafftae ipfius m, methodo vfitata (*) In Jraftiones fimplices refoiutus, 

C C^ c^^ c'^ 
fit =" • + ■ , ■ + ;: — r— 4" • • • H *- f vbi num^ratores tales prodcunt : 

2m— — J am+K ■ 2m+3 ' • V 2m+2r— i ^ 

I (2r+0(2r + 3) ... (4r — 3) 



c = 



(?z=z 



tT' 



.2r 



x.a. 3 ... r 

I (ar — 0(2r+0 ../4T — 5) 
I - 1.2... r— I 



Qll f « ^ ' (ar — 3)..>(4 r — 7) 

"" ~ 2r — i * 1.3 

2 . 



X .2 ... r— -a 



C = + 



3.T ... 2r— X 



2r 



X.2 ... r— X 



c^^^ + ^ ' 



2r 



X .2...r 



. x.3.5 ..• 2r — 3 



quonzm mutuam relationem etiam'fic exprimefe licet: 

r (2r~0 r 
r X 



c'-' = 



c 

ete* 



3 I '(r — 0(2r— i)(ar+0^r 

== + ~rz — — ^C ; 



i.a X . 3 

r(r — OCr — Q (2 r — 0(2r4- 0(ar+3) r 

C ; 



tmtm 



X . a . .3 



1.3.5 
etc. 



Hac adhibita refolutione terxxunl generalis, feries S in r^-z fei^es partiales di^efcitur: 
eft xiimirum S =r: 



(•) Xaejkir Analy^i iaf. J. 3^1. p. 391. Uk. z. 



DE iirrxanATioKB aeqvationis difpsrertio - difpkrentiaiis. zpr 

• 1 

<-. r-+^V — •••) 

*T" • _, • •> • 

C2r+i 2r+3 2r+5 

^^ ^^^ + ^^1 — ...) 
ir — I ar+i " 2r+3 ^ 

^ ar+i ar+3 2r + 5 ^ 

' V.2r4-i ar4-3 ' 2r+5 *•*-/ . " 

Qoarnm rerierum prima fponte fummabilis eft^ ceterae ad primam redacnntor; ficqne 
habetnr S = C x^ ^ A, tang. x 

-f C^x^* ^~ ^ (~ A. tang. X + x) 

+ C"x^''~^(A.tang.x — X + ^) 

+C"ix^"'*~^ (-^ A.tang. x^x— ^-f^) 

- r X ^— : - I X* , x^ • , X ' ^ 

s 4-C 'x«( + A.tang.x+x+-+-...4.-^^-~^) 

r ' _ x' x^'""* 

-f- C (+ A. tang. X 4- X + — . . ♦ -|" " ')» 

veh terminos in A. tang. x duftes conlungendo, et reliqoos fecnndnm poteftates fZ x 
«rdinando, + S =r A. tang. x . (C' — C^~ * »* + (f~^ x* . . . + C x* ') ' 

-x.c'+x3(c'-'4-t)--»*(c'--"4-^ + t) 



+ x'(c'-^+:V-+^+t)— ..±*'^ '(c'+-+ 



2rt 



6) Ex Img fnmmatione obtinetnr integrale partlcnlare altertrm v^ (4)^ qtiod cnm 
priori v (2} ittnftom praebet integralis completi exprefliQn^m banc ; 



\ 



y = 
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y — (A + B. .C A.tang.x)(i4-r — x*-f- 



4. BWx+^-^lI:=:-^x»+- ^''^+'^^'''-'^^^^-- -i-^x4 +-,,.-{, 

~ ^ ' j • i.a 3.5 ' ' 



i.a 1.3 ' •' 



r(r-(-i>...C2r — 2) (ar — 1)...9 ar i^ 

• X } 

• i,a...r — I 5.5 ...ar — i ^ 

r ^r— I _r 



' • ••• 



+ ^ • n — T-r • *^^ —^^ + t) * + (C ■{ T-^-T>* - 

7) Qoa igitur ratione Inaenta eft 

Integratio completa 

aeqnationia differentialis : o=::«*d*y(i-j-x*) — 7*ydx% pofito — rr 2r(ar — 1}, 

Erit nimlrum 

y = (A+BS.A.tiDg.x)(i+ ^ x»+-i^-^' ,.3 ' **+ 

r...(r — >)C«r — i)...(«r+3) ^ , 

X ■T* • • •! 

i.a. 3 1.3.5 ■ ^ 

+ Bx(D^+D"x*4^D"V+D^v^^ + ^. . 4.dV'"'~^), 

vVi A, B denotant Conftantes arbitrarias ^ et coefficientes D\ D^\ • • « D liis aequationl- 

bus deJiniuntur: 

Di _i— 6 ^^ 

Dii ^ JL^!rii24.6(JL_±<il:zl\ 

I 3 J ^31 I ^ 

Din _ I£l±0 li:ZLl2I^^ 

I r(r — Car — 0(«r+t) 

' I 1.3 lii * 

piv ^ >^Cr4^i)(r+0(ir~i)(ar~3)(2r~s) I g^f i^ r jif^i) ^ . 

~ l-s-3 3.5.7 "^^7 5 1 I •* 

1 r(f-->i) (ar— 0(ar-h O i r(r_ Q (r^a) (ar—Qdr+OCa r + s). 






3 i-a 1.3 I ^ i.a.3 '. 1.3-5 



• • • ' " • ♦ 



qiia« 






DB iNTECSRATtOXE ASQVAT10?ITS DIFjPnVNTJO -, IHFrERJEKTIAUS. X^3 

qnaram- lex progreflus tnaDifefta eft. LiteraS ponitur — 
I • 1.5. 5... 3r — 3 i.3...2r— -1 

ar— I 1.2... r 1.2... r— i . 

8)^ominn6hisce indepindentibus^ quibns coeflicientes deteroilnant|ir, hand inutileeft 
adiungere formulas mMrrf »f^^ (^)^ quibus quiiibet ex praecedente deflnitur. Eft ntmirnn^ i 

a.5D"i— <r4.iXar— 3)D"=C— ; ; (x ^ ) 

3.70»^— (r-{-a)(2r— 5)D"^=e.- — — — (i— ^ ) ' 

-. «v /- I \/ ^tMV k (r~0(r— aX»-— i) (»'+'X«'+3)( a^f5) , (ar— f)ir , 

4.pDV— (r4.3)(ar— 7)D»v^6. — — (i — ) - 

. ctc. - etc» 

Ad has aequi^tiones perueni, fubftituendo formulam pro y (7) in aequatione differentlaU 
propofita» vnde ipfaefaae relationes inter coelHcientes D\ D^\ « • • prodeunt. Talik Citb^ 
ftitutio (latim ab inidoadhiberi, indeque aliaratio, integrale coinpletum inueniendi ^ de» 
duci poflet. Pofito nimirum y =: v. A. tang. x^p> aequatio differentialia aoftm haa bi* 
nat aequationes fuppeditat: d*v(i*^x*) ~(3r — i)ar.vdx* — o; 

. , d*P(i+**)— (2«'— Oarpdx»4-3dx(dv— ^— )— o* 
Qnarain priori latit&cit integrale psrticahre (3), feo v = 

a5(x +r(3 r ~i)»*-f-^^^^=-^^ kllZ^^l±il„* 4.;. . .). • ASarat* itia^ pr» p 
htcferie: p=A+A'x4-A»*x»4-A"»x»4-A^^x*+..., ex altera aeqnatioQe difierai. 1 

*»^» ***r+^ = ^c^+C"^— ')(*'-f-ox'+ —7-; — , ^ ■« *+♦♦♦> 

•btiaentar pro coeffidentibns A"> A"^ A*^. . . iegaeates aeqaationcs : t 
A"= '^^"~'^ A • 

3.4 ' " 

^vi _ ^iLziliilli^A^v 

5.6 

«tc. etc 

O Vtnimqiie hoc formiilarmn analy ticanim genof initpnidtnihm tl rmnmlnmif ft al v^rtia 



rpf HOTA DISQVI5ITZO 

porro: . » ' 

a.sA"^ — (ar— i)2r.A^ z=:a95(i~(2r — i)2r) 

4.5 A^ ^(ar-3)(2f+a)A^" = 2a3^-^^^-^(x— -' ) 

aVIT / ^/ I ^AV f^( r— 0('' — ^) (ar+0(ar+0 ^ (jr — i)ir 

<.7AV«— (iir— 5)(ar+4)AV =293 — — (i 1 

etc. etc.' 

Prior aequatlonam feries fponte ad coefHcieptes euanefcentes deducit; nec n^inns altera, 

duni ponatur A* "^ i ^ =0, vnde etiam coefEcientes fequentes cum indiciBus imparibus 
euanefcunty praecedentes vero per ^'deflniuntur» vti coefficientes cum indir-boa paribus 
per A.> Sic habetur integrale completumy quippe quod duas Confbntes arbitrariaa A et 
^ inuoluit. i Hoc integrale cum prius inuento confpirat. 

9) Ponatur iam fecundo — = (ar -j- i)ar, tum integrali particularl (3) iutt« 
eenda^ ett integra}e particulare alterum, hac ferie exprelTum: 

.' , . ''('•+0(''+3-^(ar-|-iV2r^irXar — g^) ^^ 

..•.\ 1.2.3 Ii3»5 ' ' . 

^ B w^. Quam fertem infinitam eadem methodo fummare liceret, t^ feriem .v^ (5). 

Repetita tamen huius methodi f|pplicatio fnperflua redditnr^ fequenti obferuatione , qua 

oftenditur, futnmationem feriei w' ad fummam iam inuentam feriei v' ridnci pojire» Eft 

lumirum 
w^ . , (f+0(3r^0 . , (r+i)(pfO (ir— t)(^r— 3) ,., • 

7+x* ' I » "^1.2 1.3 ' 

tJx v»" ^ . I (r+0(»r-^3V4i CH-t^^r+O^ar^sXar— 5> -.V ., 
— — rs: , X -+- — — — X ■ ] ■ ■ x^+-..> 

i + x* • 3 1.2 3.5 V 

j wl— TiT^Oy^x .. . ^- • ^ , f(r+0 (ir— 0(2t-3> . , 

ii^c £t --^^P-^ TT^''^/- 

— iL^ ; feu y = (I + X*)— + (ar~i)xv^ lam, habetur ex (7) . 
dx <*^ 

Bdv^ 

dx 

r(r— r»)(ar — Ofir+i) 



i + x* i.^ 1.3 I - ^ 



4-B(5.xA.tang.x(a.r(ar — i)+a. '-^ '" ' - — ^--^x*-|-, ,.) 



I 3 



:+B(D»4-3DV+5D^V + * .* + (ar--.OD^*^' — ^); 






hitfc 



\ 



— ■ — 
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- WncfitBw'= ^ ' 

B(a.x.A.tang.x!ar(4r — i)+a.^— — — ' — x*-{". . .! 



l^- 



+ . rCar — i) , . j 



4-B(i+x»)(Di4-3D"x»rf 5D'"'x*+ f- (ar — i)D^x*'"^ *) 

^.(ar~i)Bx»(D^4.D"x»-f-D"'x* + ...+D^x*'','~*); 

cuios expreiHonU pars prima fic exhiberi poteft: 

B/c A i.. / N/ « \/ , r(ar + ,rCr — O (>r+0(ar+3) 

Bex.A.tang.x.(2r— x)(ar4-i)(i-| — **+— -; 7- »*+.••) 

xo) Ex bac fammatione fponte confeqnitur integrale completum y = Aw -*}- B w'« 
Inde obtinetur , 

Integratio completa 

aequationis difFerentialis : o = a^d^y^i-l-**)*^']?*^*^^*» 

r* I 

pofito — = (a r-|- 1) 2 r. Eft nimirum 

y=(A-|,(4r»^z)BS.A.tx)x(i-f.!^x*+r^^^2^±i^'±^x*.t..^^ 

3 , * 1.3 3.5 ' ^ 

4. B (i + A'x*-|. A"x*+A"'x« +...-{. A^x**), vbi A et B funtconftante» 

R 
^rbitrariae, et co^'fficientes A^ A^S • • • A ex his aequationAua defituuntur. 

An^gI^> Car:^0(»r+0 ^^,„ ' H 

.i.».a 1.3.5 '. ^ i '^ i < . 

etc, etc. 

n 

Quantitatum 6 ; D^ D", . . . D ; valores iam (7) aflignatl fUnt. 

Ti) Coeffidentium A^, t}\ .• • t^ valores etiam fequentem in itodum exhiberi 
poflttnt: 



Cc A« — 
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A' =r(2r4-i)— V^r^ — OS 

r(r+0 (2r+ 0(2r — , . . v^/, rCjr+i) 



I.3.3 1 .3'5 



1.2 T 3. J 



etc. etc. . 

PoiTo mutuam eorum relatlotiem fic exhibere licet: , 

a.sA" —(r4.i)(2r—i)Ai=(4r*— 1)6(1— (ar+i)r) 

3.5A"^~Cr+^)(^7-3)A"=(4r^-i)S(r_i)^ii:^^ 

4.7 D^^ — (r-f 3) (sr— 5)D"^z^(4r-~i)€^'fc-i2 ^ld^^ 

^ 1.2 3.5 ^ 3 

etc. y etc. 

Hae aequationes obtinentur, (1 integrale cotnpletum methodo pro cafa priori tidhlbita 
quaeritur. £aedem cum aequationibus (10) confentlunt. 

ScholioH» 

§..XLTX. De aequatjone differentiali 5pho praecedente integrata egit t, svi.erv$ 
inNou. ^ft. Erudit. Lipf. lun. 1744'. (pp. 315 - 336.) (*), occafione fumta a problemate ia 
Ndu. Afti Nouembri 1743 propofito, quo quaerebatur Knea curua, "in cuius axe duo 
dentur eiusmodi punfta, vt, duftis inde ad quoduis peripheriae punftuni binis reftis, 
areae ex vno punfto refeftae perpetuo fint prbportionales angulis ad alterum punftum for- 
matis". Ex integrallbus per feries abrumpentes expreflis (§. XLVIIL 2. 3.) reperiuntur 
innumerae curuae algebraicae, problemati fatisfacientes : vna nimirum linea ex quouis or- 
dine. Praeter hasce curuas algebraicas, alteram clafiem conftitaunt innumerae curuae 
tranfcendentes , quaeper quadraturam circuli confirui queunt. 

Hac data occafione evl ERvsobferuat(L c. p. 324.), valores feriebus finitis v, 
W, €;3tpreffos fiftere; integrah*a tantum particulana aeguationis differentialis propofitae, 
tum(Jue demum exinde prodire integralia completa, cum illa iungantar integralibus iti- * 
dem particularibus, per feries infinitas v^, w^ (§. XLVlIL 4. p. ) exhibendis. Pro 

— =:2,i, fummam feriei v^ per Arcum circularcm detcrminat; additque, in genere 



fumtriationem ferierum v^, w^, pendere a quadratura circuli. Hanc vero fummntionem 
generalem hai}d aggreditur, quippe quam mox ad *'calculos inextricabiles'' perducere exi- 

ftimat 

C*) cF. Kaejlijeri .Aud\yi, infinit. 5. 462. p. 40+. Literis illic adhibitis z; t; a; c; refpondeat hic, 
. literae y; x; «5 y. 
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'J>7 



ftinut (1. c. p. 325.). Quam ob ctniram aliam methodam, integrale completum inaefti^ 
gandi 1 exponit , eandem iam fupra §. XLV* i • breuiter ihdicatam , qna ad aequationem 

propofitam adpiicata , obtinetur y rz: C v f~ vel = C w / — , vbi v et wdenotant inte- 
gralia particularia, Ex his formulis cafus tres fimpliciores : — ir:2.z; =3*2; 
= 4.3; euoluit; hincque porro concluditi in reliquis quoquecafibus integrationes/ 



r , conceifa fola Circuli quadratura abfolui pofle, At vero cum 

dx ^ r% " dx 



/." «' -/ 



(, 4. ^^i:l2;c-+ "'-" '"-■^^^"+'> x»+-...)-. 



^'^ = /- 



dx 



0+'-^'''+^ 



r(r — 1) (ar+i (ar+a) 



-j- * * * J * 



2 3^5 

cumque harum formularum denominatores in faAores fimplices vel dupUces f.efolui ne« 

queant; fateor, me vix intelligere; quomodo haec integralia generaliter pro quouis r, 

methodo vfitata, necadhibitis aliis artiiiciis» determinari pofllnt: ne id quidem fatis inde 

manifeftum videtur, integrationes tantum pendere a quadratura circuli. Quarehidc me-^ 

thodo alteramt §pho praecedenti expofitam, praeferendam duxi, qua integ^ale Comple» 

tum ab EVLERo tantum pro s — i ; 2; 3; expreflum ," formula generali , ad quemuis 

numerum integrum n: s patente, exhibetur: 'quaque methodo flmul fummatio ferierum 

vS w^ quaecalculos operofiflimos pofcere videbatur, via fatis fimplici eruta^eft. 

^eterum absque hac fuxnmatione > integrale completum etiam ex formulis noftrli 
generalibus (§. XLII. i.) deducere liceret. Eft nimirum pro _ — ar(ar — j). 



y = %"(^+x)dV;^:'~"(r+x)^~'z) 



-., pofito%=:X*; 
r 

('4"%) ^X'y denotantibus N et M conftantes arbitrarias» 
et (Umto in repetita diiferentiatione d^; pro differentlali conftanti. lam integrale 



z = N4-M/x 



fx 



^(^ + x) ^^X—^f 



dx 



dx 



X (l+X ) 



ex regulis notis * ad / 



dx 



•TTiinc-» 



' que porro ad/-7— = A, tang. x redocitur* Exinde ftatim fequitur, integrale com« 

Cc 2 pletum 

• Koifintr Analyf. infinit. J$. 400. 40!. p. 347 H- 
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pletutn praeter^qu^ntitates algebraicas inuolUere tr.ntiltn A^ tang. x- Ipfam tatnen expref- 
iionem pro y hac ratlone euoluere prolixius videtur; hinc fatius foret, formam tan* 
tum integralis exinde fumere» 'et quantltatesy quas ea continet, indeterminatas ex 
fubftitutione in ipfa aequatione difFerentiaii propoCta quaerere. Quam viam fupra iam at- 
tigimus (§. XLVIIL 8)» ^^^^ ^^^^ ^^^^ commemorafle fufficiat. Quae haftenus difta 

etiam obtinent pro — = 2r(ar-|-'i), quo cafu eft y— (i-j-%)d (x *"^^t -{•%) ^) 



«* 



• » a 



^X^ 



1/. f ..v—r 



pofitoz=N-fM/>j %i+z) ^X 



ArTICVLVS - SECVND.VS. 

Eaolutio cafus integrabitis fecundi. 

PkOBLEMA. 

5. L. Integrare aequationem difFerentialem : 

o = x(a4-bx)d*z4-(^4.bx)dzdx4-G2dx». 

N Solutio. 

i) Multiplicando per d z habetur 

x(a4-bx)dzd*z+ (i±ii!^)dz*dx.= ~Gzdzdx», 

2 

i. e. id(x(a4-bx)dz») = — ^ d(z»dxM. 
Hinc, particulariter integrando, fit x{i|-|-bx)dz* = — Gz^dx^, feu 

— =l!lrc~G. , . 

% rx(a4-bx) 

a) Ex integratione nota: / — ~ — = Iog. (u-f-r^C^+u^^^fequitur/ ^^ 



r(i + u^) ^ i ^ r<a+bx)' 

(pofitoL^=:t*), =:i!/_!±__^^r_jl! 

»> ^JLt^(a+ar^) ^b^r^.+P) " . 

b 

=-i-Iog.(-r"-^+r"-^— ). Hinc ex (i) obtinetur log. z = log. Conft: + 

' r ■ • + £ 

a^r -«log-Cr^a + bx^+rbx), fiHez=C.(r(a4-bx)-f-rbx)— *' ~ b. 

b 

Ob dupUcitatem figni ,. inde ftatim prodit integrale completum, duas confiiantes arbitra^ 
rias A^ B» inuoluens , hoc : . 



( \ 
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_ ; . G ' 'g . . ^ 

z_Aj:r(a-f bx) + rbx)* ^ "> +B(r(a+bx) ^-'rbx)"* ~" «» / 
liueetiatn y . G ^» . Q 

z=:A(r(a4-bx).f:rbx)* b ^g5(^(g_^bx)-,rbx)* ^ \ 

ob f^Ca4-bx) — ybx = ■ ' ■ — -.-- 

Aequationem (x) cotnplete integrando, eadem expreffio pro z reperitur, calculis tan- 
tum prolixioribus. 

CoroUariifm. . ' -, 

§. LL Cafus b — o peculiaremforutionem poftulat, quippe tum.integrale quantita- 

tes exponentiales inuoluet. Eft ninairpni (J. L. i.)— = jt T^— — • "^ i "i°<^ ^^^S' * 

,' , Gx / ' 

G I ^^'^ 

= lL^r*^* — — . x^; z=fe *•> fivie, pro integrali completo, 35 =: 

a 
Gxv Gx ' ^ 

.ar . —ar 

Ae ^* 4* ^^ * • Ceterum hdec ipfa expreffib etlam ex formula ge» 

nerali (§. L. 2.) deriuari poteft: dummodo* nptetur, efle, pro quantitate <io euanefcente 

■ I 

feu infinite parua, (i -f wu) "!. z= e^ (cf. §. XXIL). Hinc fit 

G ; '^ G 

A(r(a+bx)+rbx/'^~'^ = 5r(x+r-)'''"~'^ 

f * '• 1 ' G (ix 

a ^ G 

ar 

Scholion» 

>§. LIL i) Aequationem praecedenti problemate integratam fubcafu integrabili 
frimonon contineri, facile apparet. Quantitates nimirum p^et^, fupra ad exprim^n* 

dam integrabiUtatjs conditionem adhibitae (§.XXVIL), ob c=-L, enrrb, f r=:'o, fe- 



) G X ■ 1 • t^ r '• — T 

-2C. i + ar— r^. — —7:^. "^t».- 



i 



quentes valores recipiunt: p— o, p^= i, vel vice verfa;. »«= r *" -r- i ^^ =: 

b 

— r — — f vel vice verfa. lam viero cum quantitas G nulia determinatione limitetur, 

fuperior conditio ^ quod ^«— paequaridebeatnumero integro^ pro aequatione $• L. iti* 

tegrata 
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tcgrataloctimnon habet; nifi fuerit a r*^ — — 'numerus integer, par, vel impar, affir- 

matiuus vel negatiuus: fub qua h^^pothefi eandem aequationem ex formuUs etiam pro cafi^ 
primo repertis integrare iiceret, 

fl) Cum igitur nouam ae^uationem integrabilem adepti fimus » ex hac, tanquam ge« 
neris fui fimpliciilima» ae/juatioues generaliores itidem integrabiles deriuari pofilint, dum 
eae ita fint comparatae, vt ope redu&ionum et transformationum Cap. I. ad illam reuo^ 
cari queant. Quae iam reduftiones in fequentlbus appHcandae , indeque nouJ cafus in« 
tegrabiles euoluendi funt. 

Scholiofu 

§. LIII. Aequatio differentialis-(§. L.) fequenti etiam ratione integrari poteft. Con- 
ftat nlmirum, aequationem fecundi gradus: d*z-|- Pdzdx-|-Qzdx* = femper ad 

f t: d X 

primum gradum deprimi , ponendo z = e , vnde fitdt-|-t*dx -|-Ptdx-j-Qdx 
— o (EuUr L C. I. VoLIL S^SS^* P* 104*). Sic aequatid noftra in hanc abit: 

x(a4.bx)(dt-f-t*dx) -f (JL -f bx)tdx -f Gdx = o, 

quae porro^ multipUcando per t, et fubftituendo x(a-f bx)t = w,- in hanc mutatur: 

id«4-t(x(a-i-bx)t*4-C)dx =:0=idft)4- ^^ L.-£!L11_, cuius ae- 

* ^ ' ' ' x»(a+bx)*~xCa + bx) 

quationis integratio aliunde fatis nota eft (^Euter Inft.Calc.Integr. Vol. I. Seft. II. Cap. L 
Probl. 53« §• J^2t9» cf. Kaejlner Analyf. infinit. $• 412. p. 361. edit« 2.). 

P&OBLEMA. 

5. LIV. Integrare aequationem dlfferentialem : o = x (a -f bx) d *y -j- (c -f ex) dydx 
-f gydx* ; pofito Cz=a(-^-f r — ^), e — b{ii-j-2r); denotantibus r et g numeros 
quosuis integroS) fiue -afiirmatiuos; fiue negatiuos, 

Solutio. 

Pro diuerfitate fignorum numeris r et ^ competentium quatuor aequationis propofitae 
fpecies difcernendae funt: prouti nfmirum i) vterque fuerit aflirmatiuus, "vel 2) primus 
ailirmatiuus , akef negatiuus , vel 3) vice verfa, primus negatiuutf^ alter afiirmattuus, 
vel 4). vterque negatiuus. Denotent in fequefitibtis literae r et ^ abfolute futntae nume- 
ros integros affirmatiuos : tum varietas cafuum ita exhiberi potefti vt ponatur c = 
a(-|+rljlg), e=z: b(i ^ar); vbi capienda funt procafu primo figna twv r et g fupe- 
riora; pro quarto, inferiora; pro fecundo, fignum rS r fnperius , rSg inferius; pro 
tertio , figiium « r inferius, t» g fuperius. Qu! iamcafus finguli ex quatuor rcduftio- 
nibusy $• XIV. exbibitls , ieorfim traftandi funt« , . . .- , 

i) Sit 



■ 



X 



DE INTEGRATIONE AEQVATIONXS DIFFERCNTIO « DIFFEREKTIALIS* - ' fiOI 

i) Sit igitur prifwo c = aC-i-|-r' — ^), e=b(i-|-ar); tum, quo aequatio diffe- 
rentialis propofita ad aequationem iam integratam (§• L.) reducatur, ex redu6tione prima 

(§. XIV. I.) ponendumeft c -j-C^— r)az= — ; e — arb=:b; g-|- r(r-|-i)b — re 

= G. Hinc c et e recipiunt valores ipfos affumtos, ac fit G izz g -}- b r (r ^ r- — ► r — a r) 

—- g — r* b; quare Y' — — == r^(r* — — )» quae radix defignetur litera u. Exinde 

b b 

habetur pro aequatione redufta: ^^^(^"(a+bx^+f^bx^^^^+iB^r^Ca+bx) — rbx)*'*' 

1 ^ C ? — 3[+--* "^ 

(§. L. 2.) ; ^^ P^° integrali aequationis propofitcie,'y=:X * d? V* ^ d^zy 



=x 



^-'+^<r*a%) 



"•+? 



~ ' -'t- ^"0 



« 

a) Sumendo prp cafM fecundot fignum t3 r fuperius, t2 ^ Inferius , ponendum cft 
cx reduftione (§. XIV* 2.), c — (g-{-r) a=rJ-, e — arb = b; inde fponte erit c=: 
a (1 -f- r-f-^) , e=b (i -|- 2 r). Hinc pro integratione aequationis aiflterentialis noftrae 



ebtinct-ur: y2=:(a-|-bx) 



dx^+« 



= (a-|-bx) d^V(a-f-bx) d zy , vbi z prlorcm valorem (x) feruat, nec 

: ^i non iitera jx, 

dx ' ^ 
3) Pro cafu tertio , feu pro figno t2 r ihferiorl, t3 g fuperiori, adhibita redoftione 

(5* XIV. 3.) fequitur c'-f(r+g)a=i: A, c-f-^rbmb, quod confentit cUto valori- 
bus affumtis, c=ra(i — f — g)» ^=^(^ — ^O* ^^^^ fit y = 

dx^+^" d(r(a+bx)±rb*)*'* 

^a^iCrra+bx^^rbx)*'*-^ ib(^-+^)dx = 

il»b^x'~'(a+bx)'~*dx.(r(a+bx)±rbx)*'*. Qoarehab«t»r ^> 

d 



202 KOVA DISQVISITIO 

= ± ; ± -' 1 ' • 

Hinc fortnula integralis concinnius iic exprimi poteft : 

y ^ — x^^^^^^^d^ya^^bx)^ ' d • zy, vbi pro z rarros idem valor, ac in cafo 

p i ~i j primo et fecando , fupponitur. 

4) Pro cafa tandem quartb , feu fignis rSv f et g inferioribus , redu6tto '(§• XIV» 
4.)praebet: c-|-(r~^)az=: A., €-|-^^b=:b;, feu c = a(i — r-|-g), e=:b(i — ar). 

Tum prodit y=:(a-f bx^^^^^^^ ^d^Cx^^^^d^^Cx^^Ca + bxj^^z)) , quae expref- 

^a.,. fio, ad mo- 

d* dum praece- 

dentis (3) inhanc transformatur : y= (a-|-bx)^ " ^ ' ^d^^xj^ ' d ' z) 

Quoad valorem tS z nec non literae (i , hic etiam cafus cum primo confentit. 

Coroltarium. 

§. LIV. Aequatioo=:X*(a4-bx)d*y -f3t(c4-cx)dyax4-(f4-gx)ydx* 
femper in aliam transformari poteft» pro qua fit f — o (§• VIL)« I°de ad illam quoque 
aequationem integrationes praecedentis problematis extendi pc^unt. Ifta quidem traos* 
formatio triplici modo pera^i poteft (§. VL VII.); hoo autem ioco prima^ transformatio 
fufficit , cum reliquae biinie haud nouas integrationes praebeant. Qua igitur ratione fol* 
uere licebit fequens ^ ^ 

Problema. 

^ ^ ■ . 

J. LV. Integrare aequationem difFerentialem : 

o zz= x*(a-j-bx)d*y-j- x(c-)-ex)dydx -j- (f-J-gx)ydx', « 

poiltoe=b(-^+r+g+i), f= — (-^ r.f-g~i)(-^-t-r— g ~ i), deno. 

^tantibus r et g numeros quosuls integros , fiuc affirmatiuos Aue oegatioos. 

Solutio. - 

Aequatio propofita ope fubftltutionts y= x^. v in hanc transformatur (§. VI. 4.)- 
o=:x*(a + b^d^v+ x (c+ apa + (eifapb)x)dvdx + (f+pc-{-p<p — i)a+ 

(g+pe+p6— Ob)x>dx^ 

Qoani 



DB nrrBnRATIOlfB ASQfrATIOiafl «IFfnSimO-mFFSRKNTIALlfl*- Bd) 

Qotm* tnmsfarmatam «I aeqtmtibneni 5- XIIL int^rttam reuocare fiQet , diim qnantitts 
p rice definiacur* lam» vti in problemate praecedenti/ quataor cafqs difcerneiidi fiiBl^ 

qui it^ fimnl eiduberl poflunt , vt pcftiatur e scr b (— ii i^dbc*f" f )# 

f _ A./JL 4:r + g — i)(JL +rtpg — 4), dcnotantibus r et (nomeros affirmatiaos. 

j) Primo, pro fignia rSv r et g fuperioribua , poaendum eft; ' 

c-f-ap»=a(i + ' — €) 
e4-apb:r=b(i4-^0 

Ex prima aequatipne fit p — J ,4- !llll! •!. ; hinc ex aiterae=rb(c+ar — «J -^4{'f — ) 

2 2a a 

a a 

aa2 aaa- 4a * a 

lores pro e et f cum aflumtis cotiueniutitp Q^^are eic {§. LUL r*) aeqoationis transfor- 
mataeintegraiep^ditlioc: v=r x*~' » ^d^Cx^^^d^^z) ; dxV % cxiftente» 



k. L 



^CrC^-jr^ «) + rl)x)*'*-f«(r(«>fbx)--rbit)*'*. Ea «ntem f» =3 
r(r*~f-^-p(p-i)),fioe, obp==i±---~. #»=. 

y-(r.-i-.r» + (^~^)»)=rG(f-«)*-f). E« V fl?i,iite fo- 

quitur integrale aequationis propofitae , y — x^^v ^ 

a) Secundo pro fignis » rS r fuperiori , t3 g inferiori, aeqnationei trei (x) iti tao« 
tnm mutandae funt, vt pro p ponatur ^ — p; tom .e et f valorea debitoi reeipiant, e a 

fc(— +'— ? + 4). f = T("^ — r-'e--4)(T-+'+€— *)• P"««qw«<«« 

a ' ^ 4 * ■ 

tno8for»«t»^ eft , exJ,Lm.a, v=s(«+fcx)*"''+^a^((«+bx)'"~*a'j5):dx;<+'; 
hine prp aequatioae propofit* y = , 



♦+'4i 



X ''**^(e+bx)*— *'*?ii«C(«+bx)'~*d%):4x?+'. Qutttitatee 

z ei^ yaloref (i) fenMait, Dd 3) T<r- 



1 
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t)) Tertio fTo BfpxB , T» r ioferiorl^ tS g foperi^ ex aeqMtkNiftos (t), fcriptb 
frot, — r, prodeunt:.. ■ ^ 

hinc fit ex (§. LIII. 3.) pro aeqaatione transformatat 
et pro aequatlone propofita : 

y=*^"^ "^"" »d«((«+bx)'+V+'«) :^»<+'+'. 
4) Tandeoi pro fignU rSf r et ^ inferioribnf , fioiiU ratioDe obtliienns: 
e=b(^-r-e+4); f = 7-(~+r-.<-i)(.^-,r+«-.l)i 

vex($.Un..4.)=(*+bx)*+'+<d«(x*+V+'0:dx«+'+^ ' ' 

c 

luncy = K * ** 

QntBtitis c eodem tnedo, «c prioribofl tribos cafibiMr definitnr; eft nlmiram 

T = %(r (*+bx) + rbx/'' +»(r(«+bx)— rbx)*'*, exitente |» — 

rG(f-0'~f). 



i+'7 



■(.+bx)* + '+«4^ Cx*+Y+ 'z):dx«+''+ '. 



P]fO»X.SMA. 

$• LVIe Integrare aeqnationem diSerentialem : 
O = x*(a4-bx")d*y 4" x(c4-*«°)dydx -{• (f4-gx°)ydx*; pofito ea- 

^'(T+Ci+^+C)»)» f = -r((i O^-nMf-r+oO; 

denotantibus r et { numeros qnosuis inte^^os^ fioe affirmatloos, fiue negatiuos. 

Solutio. 

Aeqpatio propofita^in aliam transformari pvteft , pro qua n fit = z ($* IVO* ^^ 
iito niniiromx = j^» illa abit tn hanc: c =:x^ Q^-^^^xH^^y 

+xQ^*-+ (i^-r^)x>y*x+(r+^«)x'x*. •" '" *x 

pro differeatiaii conftanti habetur. Dum igltdx baec uequatio transfbrmata ez praece* 
^uti p>roblemate iotegrari queat, |««ipefita quoque iutegrafai}is erit. Pro dinerfitate 

^no- 
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fignoram inaeqiiatiombDs: e rr b ( — -{-Cii^lh §)0* 

f = "*•( ( i)* — ^ n* (4 Xr + ^)* ) , rurfus quatnor caruf difcemet)dt foiit^. 

4 *. 

1) Primo ex (§. LV. x.) ponendum eft — ^ rsjbC 4" — +^+C+4)» 

n^ ^4 11 iva 11 iia 

«'(t+(*+^+€>)'^=tC~'+"(4-'+«))Ct-''~»^*"^'+«>) 

=TC(~')'-n*a-^r+g)0. 

Pro his igitur «valoribQs tSv e et f» feu pro (ignis tgSv r et ^ fuperloribus» fit integrale 
aequationis transformataei indeque etiant propofitae» fiue y ^ 

e — r (n — c^ ^ y^ 

X ♦" • '"*<»^V^'"~V J: 4x«+'. EftMt«ta«=: 

t?f (r (•+bx)+r bx)*'' + «(r(*+i>x) — ri»x)*'*» pofito n ^ 

rOc=f^+.T-o;-.4:)=-rrG(f->*-f)- 

s) &fMMf9ex($.LVI* ».)fite — br-^ + (i + »r~c)aJj 

f = -^Q( x)* — n* (t— r— ^)*yj et pro bU viloribus, fiue fignis/T3 r 

fiipenorii TJf ^ inferiori , obtinetur 



*+ 



r+p (n— 1) 

-• - I I — < 



c 



v«+i»z) ^^») 



2 — n ,. p-l^r c : ^ ^ 

= X*" * •'"•(•+bx) A(.+bx) d'J:dx«+% 

vU z prforem valorem (i) femkt ' ' - 

3) Terth ex (J. LVI. 3.) pro e — b (~+ (4-:- r + ^b) ^ f = 

>^r(-^ 'i^^r-tH^^l-f+e^O-^^^P*^ *P*^> t8 Vinfcriori, tJI^ fuperxori, 

reperitor integrale y ^ 

Dd • X 



ao6 #5vX Bis^¥xiMt« 



4« * * { 



\ 



9 * 

4) Quarto tandetn ex (§. LVI. 4^) prodeunt figna rm r et g inferiora', iiu« e — 
hC^-\-(i—r~^0n)', {=:—((- i)*_n»(i;4-r-,0»);^t ys= 

^ 4a ' 2. 2»«(a + b;t) d'^%^ i d''^' J : dx^+'' + '; ' vbi itefum 

^TUV^» valores habent, trtbus praecedeDtibus caiibus commuues, In differentialibus t 

et^ $ quae formulas integrales ingrediuntur» d%pro dlfferentiali confbmti haberi de- 
bety nondxy vtiin ipfa aequatione propofita. 

CdroflariufH !• 

$• LVIL i) Aequatio differen^ialis modo integrata» quaietria probleinata praece- ' 
^entia ({$. L; LIIL LV.)» ceu cafus part^nlares» coitipieftitur, fiftit iam cafmm integrck^ 
hiUm fgsundmm generaliorem. Conditiones integrabiiitatis fic etiam exprimi poffunt^ vt 

ponature=:b^— +(4 + s)n^, f=2— (^(-^ 1)* — n*(i— .er)*); vbi s et ^ 

deftotant nnmeros integros tain affirmjitiuos qnam hegatiuos » quorum ^ero vel vterque 
par, vei impar vter^ue effe debet. , « 

a) lam quatuor^fpecies ae^uationls differentialls, quarum quaeuis ptcuiiarem inte- 
Igrationem poftulat (§.LVL x. ^. 3. .4.}, ita difcerni poffunt « vt pro prima et quarta fit 
numerus s» abfolute fpeftatu^» id eft nnllo ad fignum refpeftu habito, maicfr numeh» (r 
itldem abfolijte fpeftato ; pro fecunda et tertia. contrarium obtineat. Porro prima et 
quarta fpecies inter fe ita differunt» vt pro iUa fit s numerus afitrmatSuna» pro hac -ne- 
gatiuus ; fimiliter pro fecunda numerus 0* afii'rm;|tiui}S , prp tertla negatiuuf eft. Kofito 

Bimirum + rJigacs, ±r.4.g=o'. €«it + r — -^^ +j_-_^ £nfirisr±— - , 
£-= ± — — • Quae exprelBiones pro r et ^ femper iianieroa ip^gros affirmatiiiov,^ 



a 



quales in praecedenti folutione {§. LVI.) fupponuntpr» praebent: dmn figna debito modo 
accipiantnr, L e. fuperiora pro cafuprimo; ihferiora pi^o quarto ; pro fecundo fignum iSr 
fnpefiusi r« { inferius ; vice verfii pro cafo tertio. - •- ;. . ^ ^ 






HB iNTBGRATJasrS AS(jVAT|bKl8 blKFERSNTXO • DIPVSHSKTIAUS* fltO^ 

'Corotlarium su 
§, LVIIT. Cafos, qiio in aequatione differentiali coeffidena b eatnefcit» pecnliarem 
folutionem exigit : cuius rationem? iam ex $• LL petere licet Tum'etiam e erijr 2: o» a< 

quotiens -^=; ^'("Ci^^lhc)" ^^^^^ magnjtudinem babet. Hinc quantitas fi sc 
b a 

^r^^i (4 *)» — ~) (5. LVI. i.)in infinitum prefcit, pQniquc potiA = J.|^_-i. 

.JSxinde, adhibita fbrmala exponentiali ($• LL) , expreifio pro 2 (§. LVL x.) in hanc abit : 

^i=2(e" *+®^" *.Qui igitur valor in formulis pro y fupr% 

(§• LVL) ixwentis^ atqoe ad liunc.etiMii cafum patentibus, fubftitoc^dus eft. 

Scholion. 

§. LIX. i) Cafum integrabilem/^rfiniifm, praecedenti problemate (J.LVI.) «oo-J 

lytum, acafu integrabili primo^ fupni demonftrato ($$. XXI. XXVIL)» reuera idi«er« 

fum eife , fequens vtriuSque comparatio oftendet: ex qtla fimui condiMonmn integribilila- 

tis pro cafu fecundo'nouam expreflionem petere licebit^ * • . .. 

Denotent^ vti fupra (I. c,)^^», p^^ ^f «-^1 radices aequationnm : ^ >, 

f— «— ap(p — 2)— cp; gisr — -b«(ir — 1) — e»; fit porro 1 — L — k; at 

^ E et exprimantor literia maioribos* R» R^ iMo minorum fupra yfurpataruo^. 



lam cum pro pifu fecondo (§. XVI.) cfftdebcat £ = ~ /JL — i -{- n^i — ' + ^^} 
. f— ^ 1 — n(4-— r + e))^ l»oc vaIorepofito = ~ap(p — x +4-).= app', 



prodit p vel p' = — ±,+ i— JL (^ — r -1- ^, «t pi wl p =—^4. i + 
iL(^ — r-fj); liiDcLll!l = k=4:(4— .r-l-j). Com porro fit (§^LVL), 



e c 



=3<l+Hf-e>«5==~(R+ilOl» (^XXVIL ft.). erita4-R»=r— (44r+ c> 

Quare binae coi^tibnea, fub quibus cafus fecwndus int^^biUs locum habet/ ita c^)!" 
beri poffunt, vt poniitef x) R^R»--sl^(f-^ir-j^g)^ 2t)k=r + (l— H*g?J *^^ 
tantibus r et a numeros quosuis integros fioe afirmatMioflL^ fine neyativos^ 

At vMipirv cftffi ffrifko, condkio integfabaitatb Ifoe tedit» Tt fit R (vd^R^ ^^ 
mlirw integer» vel affirmatiutis , v«I^negaditos^ Hine^ififtrimen inter vtrnm^ne cafun» 
nMiftftum.eft: ift«e enifii finae conditioiieA (ptafecoiiie^ lecBmfaidKsrepofikmfcrt|oiiir 
^ftrema (pro cafu primo) fimol obtineat. < d j Quan« 



».. 



a) Qtianqtiain antetn nec carus primus fecundami iiec hic illcm incliidat, fierl te« 
menpoteft» vc ambo pro ffna aequatione differeutiali iimul locum babeant Tum inte- 
gratlooem velex (§. LVL)« velex formutis pro cafu primo» fufcipere licebit: quae bi« 
nae folutiones inter fe confentiant necefTe eft. Habetur pro cafu fecundo,k — R^s=:K-^ar 
vel c= R -f- ' "4"^^ V ^^^^' exiftente R numero integro, etiam k*~R^ numerus integer 
eiit. lam pro hac ipGi rofy R et k — R' conditione, fupra cafu primo ($ XLIL A. 2. B. a.) 
integrale completum finite exhiberi poffe , vidimus. Cum vero hoc itftegrale noo, nifi 
Retk— -R^in fignis conueniantt. algebraicum fit* fed aiioguin quantitates tranfceoden* 
tes, log^rithmicas vel circulares I inuoluat: cum ex altera parte formulae pro cafu fe- - 
cundo inuentae ($. LVL), femper expreflionem inttgndis algebraicam fuppeditei|.t; ifie 
blnanim folutionum confenfus turbari videtur. , 

Ad quam difficultatem toUendam , attendendom ttt » fbrmolas cafat fecnndi» ettamfi 
in genere, ob binaa conftantes arbitrarias %, fiS^Jntegrale completum exprimanti non« 
snaqoam tameu integrale tantum particulare exbibere* Eft nimirum ($• LVL), 

i=«(ri>z+r(t+b)t))'''+ «(rkx— r(«+»x))"'' 

=<x+«)o.y+2^y-'x^'(.+w ■ 



I • • • ^ 



va4«4's kanc «bniiain indoet: A^*=Ol^€)(.J^'+'J^''^-\-';^^'*^^..) 

4.(;jr-6)(a+J»X)*~X"'*(vt'*+-x'*^'+-;d'^+.)J vM co«fficiente« breni- 
tatir cttiffii pnpftls notati funt Qnodfi nnnc a/t eft nnmcrns integer, tnm binae feries 

in ^-^(S et^— @duftae, quibus tam z qoam d z exprimitur, abrumpunt; tomque 

fieripoteft, vt, fi d^^z multipUcetor in /~ *(§. LVI. lOt vel in(a+bx)^~7(5.LVL 

a.)t veld^+'»ia(a4-bx)"'+*($.LVL3.)t vel in x'"^*($.LVL 4), vt, inqoam, 
pro differentiali f^ ifliosmodi prodofti, alterotra feries, vel ea qitae^ 4- @, vel alteni^ qoae 
3C -^ 6 Ciftorem habet, e tiilcoio ^exeat, fieqoe vna tantom Conflins arUtrarja fuperfit, id eft| 
reoera integrale tantom particolare obtipeator. lam ifte exponena a fi eft = 

fr{*(-j— ')'-f)=f'-(»(«+v)._*.')=±i:=:i=± . . 

a D D n , n 

(R+k~R*) ($.XXVIL).=±(aR+ ar) velzsrrtCaR^- ig + x). Hinc, Rexiftenteno- 
a«ro integro, etiam ^fi erit ftameros integjMr. Exinde iBteiligitor, fieib liec ipfa liypotliefi 
ftomeri integriR, fbmmlaa ($»LVL) integrale qoidea algebndcum, «t^on neceflario w»* 
|tetBm,piiebefe« E^ quo famd aovUupbfettiiimdCipotdlyqaoa^ dtflenfoa iU* appft- 

reni 



9B nrmuunpKB Mm^VAmmm mmmMxmo • nmnauairxALifU ttoff 

reos toUi ^eat; nec necelTeeffe videtnr, prolixios ofteiidere,qiiod tum deimiiB,ciini R et 
k — R^ fiot niimeri integri, fignie oppofiti» ex formulls ctfus fecondi, looo int^ratis 
completiy particalare tantnm conleqomtttr* 

ARTXCVX.V8 TERTIV«. 

EuoluHo cafus imtegr^tis tertii. 

9 

_ * « 

Problema. 
$.^^LX. lategrare aeqnationem differentialem : 

o=:n»(a+bx")d»y + x(c+ex")dydE + (f+gx")ydx*; 

pofitoe — aYJL~(i+r+g)n); g = — ( (~— i)*— n*(i— r+«)*)l deiia. 

tantibni r et ^ noaeroe qnoMia integroe, tam affirmatioos, qnam negitiQoa, 

Solutio, 

Dioidendo per x^, aeqmtio propofita in jianc abif: 

orrrx^^b+ax^^^^d^y^+x^e-l. cx~")dydx + (g+ fx~")ydx»; id eft, ia 
inaliam, eiosdem qoidem formae , in qoa tamen co^fiicientes a, b;' c» e; f, g; inoicem 
permntati font^ et exponeos (n) oppofitum valorem ( — n) habet. Quae iam aeqnatio 
variata fi ad cafom ifitegraUlem (ecnndom , fen ad Problema ($• LVI*) reoocetor : pro ae^ 
qnatione propofita nooae conditiones integrabilitatis innotefcont^ eae nimtrum ipfae, qoaa 
problematis nnnc foloendi infcriptio enontiat. Sic exoritor nooos cafus integrabilis, ter^ 
K«#« Coioa itttegratio ex ($• LVL) fponte confequitnr : dummodo illic poHatori 



VI 



loc«* 
b 



» 



b 

a Ad difcemendam qnadruplicem varietatem refpeftn 

mm fiatnator cs=: • (-^ — (l±r±0»)» 



e 
c 



g 



8 g = 2.((2.-,)*-n* (i + r±O0' 

* . 4 b 



— n vbi nunc r et { denotant nnmeros integros affirmatiooi. 
I^ lam primo , pro fignls rSv r et { foperioribos 9 teaczs: 

,(^ — (i+r+.«)n)i g=JL((2.-i)»-(i».r+e)«ii*)> prodit integrde: 

boc ($. LVL i.)^ 

it — a , f — r • " 

3((r(b +»aO+ r ax)*'* + «(r (b+«x) -ir«x)*'*j M= 

^ JL ^jCi f— — > i) * -^ i ^ pro labltn ctiui. cnm figno oppofito «ceipi potcft. In 

tialibQs r^ et t*^ dv pro diiiefeatiaU oooftniti feini dcbet fl) ^ 



i 



/ 



\%) SecwiAo pro fignis, to r (bperiori, a g inferiori, fen c = i\^ ("y+^— ^nj, 

g__JL((-! i)»__(i — r— e)*n»); pbtinetnr <§. LVI. a.) y = 

n — » f+f » 

3) rA-f w, pro fignis, t8 r. inferior !, t» 5 foperiori, flQe c = a (-1. >->(^-_r.4,g)n), 

ttt- — Ct-^ i)»-.(4+r+g)*n»); habetoryra 

• ♦ ^ ^ '. ■■•..''..- 

;^~ + "r+a»b. ^2((b+«;^)i+«-ar+ii):dx^+^ 

4) Qsrar^o taadem, pro fignis tm r wel ^ inferioribas , iiae c ^, 

^ri (i_r-.g)n), g=.iL((2-_i)^_(f+r--{)-.n»); prodit integrale: 

y-x"^"^ ■''"'*' *«b(b+ax)* + '+edeG*+'V+'0--d;C^ + ''- Valoret 
fmx^ 2, fi| pro fingoU» qnatoor fpeciebaa aeqaationia propofitae^ udea SBaoeat (i)« 

Corottarium i. 

§• LXL x) Camcafoa integrabiiia terHus, praecedenti probleoiata ($. LX.) eoo* 
lutas , immediate e^ fecundo (§. LVL) confeqaatar ; amI>o pro yno baberi poflunt, doai- 
modo obiSeraetar, aequationem propofitam fub duflici femper forma exhiberi pQfie,ni|biram 

velx^Oirsx^^a+lx^jd^y+xCc+ex^^dydx+Cf+gx^^^ydx* 

▼ela)o = x»(b+ax-^")d*y + x(€4.cx— ""^dydx+^g+fx— ^)y«xS 
i Qaam obfemationem fapra iam (^. XXIX* 2.) commemoraaimna. 

# _ • 

%) Cum fit ($. LX.) pro caHi tertio, -L.^ JL 2= (i+r+g)n, fine e — J ^ 

b . a * * 

'brjL+(f4.r4-g)n); primaaeqaatio^oDditionalis pro Inpia cafibaa, fecnndo et tetw 

a ^ 

- * • ■ 

tio eaiem ift : ex altera autem aequationo ^ ex -L pro tertio cafa eadem ratione deter* 

b b 

adnatuf» ac profs^do^tx — •' Haec altera aeqoatio conditiooaBs pro ter^io cafa 

a a ' 

^tiam &c ex^riml p^teft: ^ir:. — (-Li^i + arfi) C~— *+(^g+*)^)« 

4.1' ^ ' 

CoroU 



OE ISSTZQRATIO^E ACQVATIOXTS DI7FERENTIO - DIFFEREKTIALIS* 21 X 

-. ' Corotlarium a. 

$• LXII. Qaodfi ponatur iu aequatione diiFerentiali (^ LX.) b = o, efle etiaoi 

debet e = o ; eritque -Lr=:JL-^(i-|-r-|-0°» 8 — <^» Htoc aequatio difFerentia- 

b a 

Us haQC formam indult: o = ax*d*y-|- cxdydx -f- f y d x*. Pro cuius iategrali Iw- 

betury = x *" * '" .d^Cx '«i «}: d;t^+^ iamz abit 

in 3fx^, hinc fit d'* = ^x'*""'"^/, d^Cx'^*^'"*) • «>X^-"^'" = 



" — h~r+f* 



SfM^G/*"" : dZ^ = ^{"x^"'^"" *} vode erity =r 5C"x " '"* 

i ftn ^ ^ ^ 

V^x '■* ,ob;^ = x i fiue» cumradix— ftn = |*(i(— -.i)*-.— ) 

cum vtroque figno accipi queat , integrale comptetum prodit: y —^^x -|- QS^x'^ exi- 
ftentibua «, ft =: — - i (^- — ^ r) ± T (4 (— — i)* — — ), id eft, radicibus aequatio- 



a a 



nis quadraticae o =: «'-|-(JL — =^x)0i-|- — .•- Quo igitur modo integrationem aliunde 

a a 

notam (^ aequationis differentialls o=ax^d^y-(-cxdydx-|« f yd x^, ex formulis ge- 
neralibus pro cafu integrabili tertio, corollarii inftar , deducere licet« 

Scholion^ . 

$. LXni. z) Comparatione inter cafus integrabiles , tifHmm et primum, inftituta, 
adhibitis iisdem ratiociniis , ac fupra (§. LIX.) , conditiones integnibilitatls pro cafu ter-^ 
tioficexprimi poflunt, vt ponatur 

^)R + R^ = ~Ci + r + €) 

a) R_Ri4-k= + (i~r + g), 

Hinct ambo cafus reuera diuerfos effe, euidens eft. At fi fuerit R = numero integro, 
tum vterque cafus fimul locum habet; eftque etiam k = numero int^ro. Ihtegrationes 
ex formulls pro cafn tertio et primo, tunc inter fe confentient; nifi quod formulae ($« 
LX.) exhibeant nonnunquam integr^Ie tantum particulare, cum nynirum completum quan- 
titatetf tranfcendentet inuoluat (cf. $. XliV. A» x ; B. X.). 

a) Conditiones integrabilitatis pro cafii tertio ($. LX.) fic etiam exprimere licet, vt 
ponatur 

<•) SnUr. hft. Calc. fat V«L n. {. 847- PK. 9«. 

Ee 



iia KOVA DISQVXSItlO 

^ - •- . ■ 

4 ^ b ' ' 

^ denotantibus s et or numeros quosuis integros > tam aifirmattaos , quam negatiuos, quo* 
rum tamen fumma aequari debet» numero pari. lam quacuor formularum integralium 
(§. LX. i; a; 3; 4;) adplicanda eft, . ^ * 

frima : £ s <eft numerus pofitiuus » maior quam o* (vel —t, exiftente o' numeco ne« 

gatiuo) ; 
fefunda: ll 0- eft numerus* pofitiuus , et o" > + s; 
tertia : fi «■ eft numerus negatjuus^ et — ^^lts; 
quarta: fi s eft numerus negatiuus, et — s > + t» 

. Valores twv r et g petuntur ex his aequationibus: r— jl » g == + , Cgnis 

, debite acceptis, guo nimirum pro r et g prodeaut numeri affirmatiui (cf. §. LVII. s.)- 

Articvlvs qv^rtvs. 

Euolutio cafus integrabilis quarti. 

PR0B1.EMA. 

$. LXIV. lotegrare aeqQationem diiTerentialein : 

= x*(a+bx")d»yj^x(c+ex")dydx+(f-|-gx°)ydx»,' 
I>oGtof=JL((i .,)*^(^_r— g)»n*) 

g=-((f-o*-a-r+€)*°0^ 

4 ^ ^ b ' 

denotantibus r^ ^, numeroi quosuis integros » tam affirmatiuos,. quam negatluos. 

Solutio. 

Aeqnatio propoilta , ex transfortnatione tertia, fupra (Cap. I. §, X. } demonftrata» 

ablt In hane: ' _, ■ .. • 

'o=X*(a-|-bX°)d^v-|-x(— c-|-«(— 4-anq— n+i)+(e + ab(p+q)n)x'}dvdX 

^(«q (^ — +n(q— O^+fg+oCP+qX^+bCnCp-f q)— i)))X")vdX*, 

b a . ^ 

\ pofitoyrzix ^(a-l-bx )^v; a-f^bx = — bX ; et f -|-pnc-|-apn(pn — 1)=:0. Quodfi 
iam haec aequatio transformata ad- cafam integrabil^m tertium ($• LX.) , vel p quod per« 

ittde 



f 



DB IKTfSGRATTONE AEQrATlomS DlFFSRSKTrQ «- DTFFXRENTIAXJS* ai^ 

■ 

inde eft, eadem p^ X^ diuffa, ad cafutn fecundtim (§.LVI.) renocetur: tum Donae con- 
diCiones Integrabilitatis pro aequatione propofita priuntur, iicque nbuus exoritur cafus in» ■ 
tegrabilis^ isque quartus.** Ad defignandam fignorum varietaitem, more haftenus fer- 

qato, ponatur f == — Q(-^ i)* — (i + r !jr g)* n^J$ 

vbi iam r et g dehotant numeros integros amraTiitiuos. v ^ 

j) hLmprimOf pro fignis.;f6ily r et ^ fuperioribus., vt aequatio transfohnata ex (§• 
LX. 1 .) integrabiJis fiat, poni debct : — c -|i- a (JL 4. ahq-— ^n-f x) ~ a (^ 4. a (p4^ a 

■ . ■ ' • b . b 

— (i+r+OjOr «t g+n^P+q) (e+b(n(p4:q) — i)) = i.C(4.+2(p+q)n~x)» < 

4 ^ b 

— (x'— •r-l*?)*^^' ^^ ^rin» aequatione fit-r- c+a(— n+i)=ra(apn — (iffr-f^jn)» 



fiue 2pn=: — ~4- x -f" ( — ^ •f'^"f'C)°» hinc eat altera, g4~>^(pH-9) («~k} 

a 

+ bn-(p-l.q)*~iL((2— l)* + 4(P+q)nC— — ^+4^+q>*n*-~ 

4 ^ b . b 

nUi~r-l-g)0>'^^'^^^ e = — C(— "-" ^)* ~ (4— '•+S)*»0- ^^"^ ^* ' = 

^ . 4 ^ b -^ 

— pn.(^ + pn-i) =iC^~ , +(i-r— ^)nVi i^4-.r-^)n') 

, a .. .^ a > a " ' --^^aa «^ 

l-.-l.^(-L— ^i)» — (4— r — ?)*n*) . Co^fficientibus igitur fic determinatfs, Vti il 

4 a . , , 

in problemate fupponiintar, habetur integnle «eqaatlouU transformatae v = 

^ . * " n n n o 

; hinc prodit pro ipfa aequatione propofita, y ir x *^(a-|-bx )^v, fiue, ob 



a+bx 



j 



X ~ 2!, etomiffofkftoreconAanti, y=:(b-f-a;t)^;j; ^;^ ^v = 

aj^ 1 f+f ^ n~-i I f — r t » ' 

tem*=«(r(b+ax) + ^»X)^+«(r(b+ix) — rax)*/*; et ix,=: 
JLu-(^(— L4.^+anq--n)»-aq(.i_.i.+n(q-0)) 

n * * b^ b a 

' Ee a = 






214 MOVA DISQVISITIO 

.0 ^ a b a ' b 

-nq(JL_^+n(q~.i)))^J-(i JL-n). 

b a -^ 2n b a ' 

• * « 

2) Secmdo, profignis, rst fuperiori, r5 g infertori,.ex (^. LX. -a.) finrill r»> 
tione prodit: g = ^^(^— j)» — (i— r— ^»n''\ 

f _ -l.r (^ — r)* *~(i— 'r-|-g)*n* J ; tam pro aequatione transforinata fit v =s- 

" — ^ I f + ' 1*11 

hkic integrale aeqnationis propofitae y ~ (^'^^x)^)C^^^^' ^ = 
a + tt ■ f — ^ — 3 — " I / + (> . / 

(M-X) *" ' ^""X *■ ' "''d«((b+«x/~ Vz) : dx«+'. 

\ 3) Tertio, pro fignis^ t2 r inferiori , T» g fapcriori, eft: gn:^ 

4 ^ b -^ 4 ^ a ^/ 

porro V =;C '" ^ "^ ^"^ .4«((b+a;^*+V+'z): dx«+'+S 

4) Qtfarfa tandem, pro fignig rSv r et^ inferieribns^ ex (J. LX. 4.) prodit : ' 
g=~-((f 7-x)»-(i+r-0»n'>): 

f — — { C — — i)*-^(l + ' +€)****) }>* P''^ teqnatione tranafcraxata 

.=X~ ^"^"""^^'^"^^(b+ajO^+^+^d^^^C^+V+^) :*x!^+'+S- 

hinc pro aeqnatione prbpofita , y = 

(b+.x)^ ^^""^^.X^ "^ "^ "^d«C;t^d''+'z)Vd;t^'+'. 

Valorcs Tiihr j^, z, et /» (i)^ pro qnjidrnplid figiiDr|m diperfitate iidcA jnaaent. 

. - - - - . ■. 



/ 



DS INTEGRATIOKB ASQFATIONIS mFF£]UINTlO - DIFnMNTIAUS. ZJS 

Schotiott. 

$. LXV. i) Ad comparationein inter cafam integrabilem quartum, et cafus priie^ 
cedentes, iaftituendam, cbuditiones integrabilitatis pro Jllo iic exhiberi polTuiit: 

i) k=+(i— r~^), 2) R — R'+k= + (f— r-f g). 
Hinc apparet difFerentia caftt&.quarti a prii^o; qui tamen iimui locum habere poflunt» fi 
Rfuerit numerus integer: quo pofito etiam R^ ihteger erit. Sub hac hypotheii fupra 
($• XLIV. A. 3; B. 3«) integrale compietum, ex formulis pro cafu primot femper fi« 
nite exprimi, vidimus: cum contra formulae (§, LXIV.):nonnunquiim exhibeant mcegrale 
tantum particulare algebraicom , quoties nimirum completum tranfcendens fuerit. 

a) Conditiones integrabiiitatis pro cafu quarto , iic etiam exprimere licet^ vt pona- 

4 ^ . a" ^' • 

g —-Lr^-L — i)* — (i — ^)*n* J ; vbi denotant s et «• numeros quosuis inte- 

gros tam afSrmatiuos, quam negatiuos, quorum tamen vterque vel par, vel impar eiTe 
debet. Quaenam-quatuor formularum integfalium (J, LXIV. i;a;3M0» V^^ diuerfc 
indole numen^rum s> 7, applicanda fit, ex $* LXIII. 2. notum eft, 

* * - 

Sqholion. 

$. LXVI. Sie igitur inuenti funt quatuor cafus generates , afe inuicem diQerfl, qui 
innameras comprebendunt aequationes f^ecialmu ex formulis haftenus demonfiratis (§§• 
XXI et feq. ; LVI ; LX; LXIV;} complete integrabiles. 

lam com fupra (§. II.) eemmemoratum fit, praeter cafum piimnm, fatis aotum, ab 
EVI.BRO exhibitos fuifle noubm cafus lingulares, haud fuperfluum videturt oftendere, 
quomodo bi ipfi cafus ex noftris (prmulis traAandi fint. Quum tamen ifti cafus qubdaih- 
_ modo ceu indiuiduales fpeftari qneant^iuuat praemittere fequens problema, in quo formae 
aequstionum integrabilium latius patentesi ceu corollaria particularia deducuntur: ei^ 
quo problemate deinde cafus sti«sbj» ^nquam exempla» refoluere Iicel»t. 

PROB1.JCMA. ' 

§. I-XVIL Ex guatuor cafibus generaUbus (§§. XXI; LVI ; LX; LXIV;) deducere 
aequfttiones di£ere&tiale^ magis particulares^ earumque integralia completa» 

Solutio. 

. j^F ca/n prifpe. (5- XXL> 

j). Plfo cafttprimo eft f = — »p(p~x)—-cp, g=r: — ^(p-f-ttO^p-f-nr — 1) 
— e(p-|-ttr)> denofaote r nuiDerumjEntj^ltlimj fiue affirmatiunm, fine ftegatiuunx 

Hinc prodit L — — p(p — 1) — J^p-|-p(p — x)-|-pnr-|-ar(p-4-nr — ^) 

a b a » 



ai6 ; irovA DiSQvisrao - 

^ p(anr — -^ lJL )-[*nr(nr — ^i -|--L}. Quodii lam htec aequatio geoeralts eo 

a • b *b, 

limitetur , vt ponatur anr — ^ 4-— = o , tam erit L ^r nr (nr— i4-— ) 

: . a "^ b . a b ^ b ' 

^^ nV (_ — nr-— > x}« Exinde obtinetor aequatio particolaris haecr. 



a 



o — X* (a+bx^^^d^y+^xCc+ex^jdydx + (f+gx^^^ydx*, 
inter cnius co^fficientes hae reiacionea. obtinent : 

^ l^ (c — aran) ■ gJ^^ ^^ — nr (c--c(nr+ l)a)) 



a 



c 

1 b 






^ 9 

Ad com^lete iotegrandam hanc aeqnationem difFereiftialem , obferaandam cft, effe 

L- = n(r-|^r') rrr anr, hincr^rrzr. Quare^ exiftentibus r etr^ numeris in- 
- b 

^egris , integrale completum finite ainghari poterit (§§. XXXVII. XLL). Eft nimkuo^ 
pro affirmatiuo r, ^ 

y — ** - \ ' k + i ^ • 1.2 C*^+OC*^-f-0 .. -^ 

I «» P Y I (^ '^■^O ^ n . r(r— O(k-f-0(k+r— O^a an , ^ 

pro negatiuo r z= — g > 

■*" 772 ck-«Kk-0 "^ * '^'"-' 

I (y— ( — 0(k— +0(k— f+O/jS an , > 
vbi p, p^ iunt binae radices aeqdationis quadraticae: f~= — ^pCP — x)"— cp> ft ^ — 

1 L 

^ L^ P _ -^. Quando integrale logarithmum ipfins x inuoloat, et quomodo tum 

n a 

iUud. exprimendum fit, ex formulis (§§. XXXVlI ; XLI;) fatis conftat: Ex (§. XXVIII. 
3O aliam integrali^ completi expreffiohem deducere liceret , ValoriBus affirmatiuis et ne- 
gatiuis t2 r aeque aptam. 

a) Alia ex cafu primo fequitur aeqnatio integrablii^» fi ponatnf p — •— - JL* tum 
erit f -'S^SZ2ll ; g = C<;~iran)(>ae~b04. .aO^ mQ))^ p^^ ^.^ .^.^^^ 

valoribu^ 



*« 



S£' I]^XE6RATX0N£ AEQ[VATION7S D^WJERJEWTIO - D1FFJSRMT1ALI5, ^ SI? 

yaloribus T^v f et g, exiftente r numero ^uouis iai^egro^ ae^uationis 

o — X* (a4.bx")d*y 4. x (c4-ex°Jdydx+(f+gx°)ydx» 
integrale particulare ^en^r algebraice exhibere licet*t; completum laltem ad integrationem 
fojrmulae difierentialis fatis notae reducitnr ($• XLII. i.). 

Permutatis inuicem co^cientibus a, b ; c, e ; f> g ; et pofito *— n loco n > ($* LXl. 
j.) eodem.modo integrabilis eft aequatio nbftra dtfferentialis, dum fuerit 

e(e— -3b}^ f (e+2rbn)(abc — a(e+ ab (i + r«))) 

g z^ — i^ , i :rr ■■■' . ' ^ 

4b 4bb 

Cnm fit p-f-p^ — X ^J^fCX pofitionep=: — — fequitdr p^ = i — — =: i + p> 

^ , a ^ aa la 

fiue p — p^ =* — . !• Eft autem p— -p^ = nK; hinc, fumto n =: dt '> ^^^ k = ^ r. 

Tum, ob r et k numeros integros, integrale completum finite^exprimi poteft (§$• XLII» 

XLIV* A. I.); et quid^ tranfceDdeBter, feu per logaritbmos et Arcus^ nifi pro n—+ x, 

k— — I, fit r =0; vel r = x^ aut =: o, pro n = ^ i , k = + i : quibus bi* 

nis cafibus integrale completum algebraioe datur (§§. XXXIIL XXXIV.)- Sic obtiaeiN 

tur hae binae aequationes^ complete integrabiles , vel algebraice, vel per quantitates 

tranfcendeiites notas: p t=:x*(a+bx)d*y+ x(c-f e^)dydx^ (f+gx)ydx*, pofito; 

c(c — aa) ^ (c — 2ra)(3ae — b(c4»2(L — r)a)) 

. fz-r > g= ■' : — r; 

4a 4aa 

et or= x*(A+Bx)d*y+ x(C+Ex)dydx + (F+Gx)ydx.*, pofito: 
E(E— 2B) ^ (E + 2rB)(2BC — A(E+l*(i4-r)A)) 

4B 4BB 

Pofterior aequatio ex pofitlone n — -^x oritur,* dum loco a; b; c; e; f; g; po* 
nanturB; A; E; C; G; F. 

Prior aequatio ex (^ V. z.) hanc etiam fuppeditat aequationem^ ebdem modo integra- 

W ^% flv 

bilem: 0= x*(a+bx )^*y4^x(c+fex )dydx+(f+gx )ydx», pofito: 

(c 4- a f n — I ) ) (c — a (a + 0) (c+a (n — l) — aanr) (2ae — b(c4-a(n4-i) — aanr)> 

f - — ' r: f g = — ^^ s -7; 

4* ^4aa 

quae aequatio ex cafu primo immediate deduci potuifiet> fumendo _ p zr: fjLfii^^II^* 

vnde fit p — p^ =:= n» id efl:, k r= — z > hincque aequatio, ob r et k numeros inte*^ 

gros , complete integrabilis. Simili ratione pofterior aequatio generatior reddi , vel etiam 
ex modo inuenta > alia itidem. inlegrabiliii^ **ex, ($»: LXl. x.}; deiiuar i poteih 

Ex cafu II it IIL 
3) Ponatur prd cafu feeundo (§. LVI.) f = o , erit e = b(^ + (^ 4. r) n), f = 

t » . ^a 

JL (c~-0' - a-r;»n*)^ JL(I. -, +(i:-.,>)(^-x~(4~r>). 

Tum 



s 









aig KOTA^ DISQVISITI» 

Tomiaifegrale aeqaationis dlfferentialisV 

O^xn^+bx^^^d^y + xCc + ex^^dydx+Cf+gx^^ydx*, 

2— n ' f * c 

pTo ^uouis affirmatiuo r , prodit: y=:X^^ * ^^^ d z: d^^, eii&eptt z z=z 

* • t 

n 

4) £x praecedenti integratione , diuidendo aequationem differentialem per x^ » et 
permucando cofficientes (§. LXL i.); vel etiam ex cafa tertio ($. LX.}, ponendo ^ — o, 
fequitur integratio aequatipnis noftrae differ^ntialis » & fuerit 

€ = b(— +(4+r)n), g = -^(~-i + arn)(^_X+n); 

eftque integrale completum pro affirmatiuo r (§. LXL i.) • y = 

A — 2 r e 

x""^ ^"^ "" ./z : dx% vbi z = 3C(r (b+.x) •hr.x)*'* + 

5) Ponatur pro cafo fuarto {§, LXIV.) ^ = o , erit f = 
^((-^-i)*_(i-r)*n*), g = y((7--.i)*-a-.r)*ii»); tamqxii 
pro afBrmatiuo r» integrale completum: y =:= 

9— n r c - n — 1 r - e 

(b+.x)*" a ""aM.j^'^ 4» a «""d^itd/; exiftentezss: 

5t(r0>+ax)+r*x)*'*+«(r(b+.x)-.r«x)*^ 

A*=rr(T — •: — °)» x 



Eximfla. 
$.LXVIIL x) Pefito.(§.LXVIL i.>r^o, eritesL^, g = ^; tomqae 

a a 

. • . i n 

habetar aequationis differentialia o s:: x ^(a + bx J d *y + x (c + ex )dydx + (f ^ g^ )ydx *, 

integrale completum hoc: y = ^x^ +fBx^ » vbi p et p^ fufit radicea aequationis qu»» 
:icae: f=-— ap(p«x).cp. '^ 

a) Po- 



/ 



im nrmSRATtoiiB AE^TATioitM DirMREirTio-DmnpuDiTiAi.ts. * «t^ 



4) Pouto ibideai f =r^i# le? £= '> ^^^ • =«: ; g rs ■ ■ ' " i 

ifciatep^I^ comptetniD, y as: v ■ ; ■ . — ♦ 

. a+kx" 

3) Pofite (S. LXVP. aO t = o, erlt f = fl±0L=Jl!l5i;=M±> . g =, . 

■■■ — i ^ — — ; et mtegrale complettim ex ($. XXXmOj 7 =ss 

— c— (o— i)a 



y: I + -l ~ ~N 



" ' 2f + »(ar{.bO 

4) &inC| adhibita obrernatione (§. LXI. x.^fponte feqDitnraltera ijQtegratio: eiiftentibu 



. , (e +Cn— Qb) (e ~(n-H)b) . (f^n+Qb) (>bc~a(e^n^ i)b)X _ 

Biminim, gs=: ■ — , f=s ■ ' ' ^^ ■ "" ■» «4 

4D 400 

~eit,(n4^ilb g— > (n~i)b c c e 

y = 5rx '" . 4-93X "* ""~(«+bx"/*""~«^. " 

S) Stttnendo (S.LXVII.3.)r=o, h«b«tnre=^^~; f=~((-^— x)»— |n*) 

(2c+(n— 2)«)(2c-— (n+j)«) .. . . •.^ ... 

z=z — ; tumqne prodit teqaatlonla dlfferentialu^ 

4a ffk 9^ 

6 = x*(a-4- bx )d*y-|-x(^-|-ex )dydJi -|*('+KOy<'*** integrale comple» 



r 



<ttm.:y=K'* " .z; exlfteiite«=5((r(»-f b*°> + rfcx")*'*+' » 

?8(>-(>+bx°)-rbxY^ A. = ~r(i(~-0'-v>- 

6) Snmendo ibidcm, r = i, eftec: '^^'"'*"^^^ ; £=4.((i j)* — .An»J- 

-^ aa 4 ^ • * ^ 



a 



— +1 — ^^ 

tnai pro4it lotegnle completnm y = ;i( * *"* dz» fine, afta differentiaod* 

s — ■ c' 

mm^^mmt^ 9mmmgm ^Ma^ 

aa 






Zy vM conftaatcs ^ tk 93 1»9 Inbito acciperc licet (J. UIL 3.) ysp fx ♦ •*.«; . 

r<v+b»^> 

z ttiA valoree (5) ftrnant. 

, Ff 7)Po, 



* I 






y=x ♦ *^ a, exiftente z =«(r (b+«»x)+r«z)*'*+» (rO»+«x)— r«X)* 

tKcrC^-hb^^^+ro^^^+^crra+bx")— r»)*'^» 

Dtt - ' . 

8) Pouto ibidetti,r=:X9 prodit cs=:b ■ ; g— b ■ ■ ■ ■ ■ ■■ ■■■ < 

et integrale completun y = X dz, fiae rite enidfieiido dz, y = 






X ^ ^ *^ . z; Vbi pro s et jK valoni (?) ibbftitoontur. 



r(»+bx") 



9) Pofito X $• LXVn. 5* ) t^o, habetor 
g=~^-^ ,)»_.«n»J = -j^j ; tott loticfao 



+• 



eoi»pleHimerity = (b+«x) ^*' *"*-X *' "^«;«tobx = 

— » \. , _ !>*«* -i «(brx"+r— «bf^^^iBCbrx"— r^b)*** 

e - c - 
liiocy eoflifeeliaionegatiQe.aGciptqoeat = — -^ 1-***--^!» conftantiboa infoper pcr 

Xtkb 21U1 
s— -n c 

ri»«i»iKjw«ty=« * "'^(«(rfc»''^^— •/'*+«(r«>«Vr^/'^, 

rtl0flsl+ r* 



. * 



Dfe nrrsaiuTioirB AgaTATicmg^ ww m witio * DtnmMmttAJJS. ^ 



aat 



' - Haeoee noiiem exempta, pofito n := r, reFenint ipfos cafua ab evlbko exhfbi<^ 
tpSy &pra §. II. commemoratos. Exempils nimirum noftrta j;2;3^4; 5;tf;7^ 
g; 9 refpondent cafus iUi, boc qoisque oHine: i; d; 9; j; 6; 5; 4; 3» 8« Qium« 
quam svlsrVs fingolos hoscecafus peculiari methodo traftet» eosque a cafo generali 
primo iecemat, qoem ex feriebns abrompentibos refolqit : ex praecedenti tamen ^phoap-' 
paret, qnatoor horom eafnnm, i; a; 9; 7; efiTe tantnm coroUaria particnlaria cafnt 
generalis L Dniode ctiam cafos 4 et 3 ex 6 et 5 » vel vice verfa , hi ^x illls immediate 
cppfeqiauntory dom ad dopllcem aeqnatioois differentialis formam '(§* LXL i#) refpiciatnn 

Ex iiis iam intelli^itur, quomodo varietas» qoam nonem ifti cafns o£Ferre videntof» 
fimpHcior reddi, ac negotium' integratiqnis valde contrahi qneat* Colktis porro cafibus 
noftris generalibus Ii; III; tV; manifeftum eft^ cafus illos fpeciales babeodos efle pro 
exemplis fthgutaribus proble&iatum longe latius [fotentium, ex quibus innomeras praeteret 
aequationes differentlales itidem integrabiles deducere* liceat. 

Ceterum rvlsrvs» fingulos nonem cafos recenfeodo (L c. pp« X46*X53«^, pro 
integralibus. exhibuit aeqoationes differentiales primi grados, qnarom taoien vlterior 
re&Iutio ex regulis notis haod liquet ; qoare ipfa integralia completa finite euoloere ope« 
rae pretium mibi videbatnn Pro quatuor cafibus, 3; 4; 5; 6; praeter iftas aeqoatio- 
nes compUcataSy alias infuper aequatlones differentiales primi gradus, easque feparatas» 
inuenit Proiisdem cafibus, nec non pro S^f etiam in Comfaentatione fnpra §. ItL' 
Itaodata» integralia completa exprimontor , qoae cum noftris confentiont. 

SekoMon. 

$.LX][X. x) IIL x.oRaNA in Commentationeinfcripta: Indagini nel Cdcolo io« 
te^rale (Memorie di Matem. e rifica della Societa Italiana. Tom« IL f. L Verooa 1784* 
pi^; 197 feq.}^ inter alias meditatlones etlam aeqoationem dlfiferentialem haftenns confi- 
deratam, ob egregiom eios vfom, ad examen renocat, Propofit. IX. ($• XIX. )f ^nae ita fe 

habet: "Svolgere infiniti cafi d'integrabilita dell* eqmizione Mdx^sx^^a-f-l^^^^^d^y 4< 

«(e-f-fs^^^dydx -f (Z-^-^^^y ^^^> indipendenti dall* efponente n/' Cafos ab ipfo 
enoluti hnc redbont » vt ponatnr 

1) m*a-|-im(a*— e)4-g==o; m^b^^ro^b— 0+^===^» 
vd a) (am4-4)«^c:=OT (am.f*4)bi*- f zs^ ©1 pro g = e, h = f, 

3) (m-|-i)a;— ecrro; (m+i)b— f=fo; ^og=: — aa, h — — ab. 

^ 4)"aam4- g = o; abm -J-h = o; pro e^=aa, f =ahb 

Litera m denotat nomerum qoemnis integrnm. . 

Qnod iam hosce qnatoor caf os attinet » primnm obfemandom «ft, io aaqnatione dif- 
^rcntiftli femper poni pofle M 3;: o>' qnippe ex €M>gmta intej^atiotie pro M :;s o , feqni* 
tnr in^egratio» eUamfi fiierit M = cninis fonftioni variabilis x. Deinde ef fopra demon- 

Ff a ftratis 



%%% 
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ftratis (§« LXVIL lO Wile colllgitQr, iftos ctfos ex cafo tioftro genendi I <poiite fliiere^ 

, pofito:r = o. Pro cafu (i") idquideixf nianifeftuin eft $ verum etiam pro cafibue a; 3; 

i b k 

4 ; idem exinde probatur , quod fit — rr — — = —- . Exinde fimulapparet, cafus hosce 

e ■ • A • ff ■ 

Isitiua extendi, quippe valores t8 tn non ad nnmeros integroe affirmatipos reftringendi, 
ifd pro lubitu accIpieBdi font. CetefUm abs^ue auxilio formularum fuperk)rum> inte-^ 
Krabilitas quatuor cafuum fequenti ratiocinio, quod mihi qnidem fimplicios efle videtur» 

demonftrari poteft. Pro cafu (i) pooatur y ~zx~^, tumaequatlo differentialis in 

liMcabit: Mx°*dx»=:x*(a4-bx)d»a4-x(e— ama4-(f— amb)x^)dzdx +, 

(m(m-{-x)a — mc-f-g-H('n (™-f-^)b-^mf ^-h)x° )afdx*.. Quodfi nunc vltimi 
inembri co^'^cienles ad o redigantury aeqiiationem transformatam integrabilem efle, po- 
liendo dz^iudx., fatis itotum eft. . Po^rro pro cafibus 2; 3; 4; tota ae^uatio per 

a -f- bx^ diuifibilis eft» tumque eam integrabilem efTe , aliunde conftat. Quod ratioci* 
nia a^tinet^ quibus lorgna cafus a; 3; 4; demonftrat, fateor^ me eorum ve« 
rltatemhand intelligere: quippe ex repetitis, qulbus vtitur, fubftitutionihjis, aliae po- 
tius transformationes 9 quam iliic traditae , fequi videntun Hi autetn ipfi cafus confide» 
rari etiam pofl^unt taaquam corollarla cafus i ; qdippe pofito p*a -|^ p (a — e) -{- g = <>, 

erit fijmul pH-f-pfb— f)4.li — o, obJ-_^ JL^JL. -' 

' V b — a ' b — a 

ay^Propofitione X ($.XX. p. 20i.)idem auftor contemplatur aequationem genenn 

llorem, ^ x^+3(a + bX;d*y+x^+»(e+fX)dydx+x^+'(g+hX)ydx**— Mdx^ — Ot 
deootantibus X et M quasuis funftiones variabills x. Ad cuius aeqnationia cafns integri^ 

bSes detegendos ponitor 7:= — —-; tunc aequatiotransfor^ata, hincque etiui ip(a 

X . , 

propofita integrabilis eft^ cum fuerita((p4-i)(^+^) — ®(^+0+g=^ 

lam porro aequatto transformata tanquam dataconfideratur, hincqoe ex fimili fnbftitii^ 
ne et nooa transformatione, nouae conditiones integrabilitatii oriuptur^ Quae fubftitu* 
tiones ac transformationea cum in.infinitum contiiiMri queant» innuu^eri^fie obtioentur 
cafns integrabiles. Coi ratioc|nio addei;e mihi iiceat haec. Accuratior: confideratto , nec ^ 

non adualis euolotio quantitatum , ab vAu&bre literis e^ e^', . • . e**; f/f^, ;. • f ** ; g^ 

g"» • • • g f^\ h"- • • h" ; defig^&tarum, docet, omnea cafus integrkbiies, qnl hac me- - 
thgdo eruuntur, his binis aequationibus contlneri: 

^ ' a(m^-|-m)(m=04*"*+O~^(m^+»)+g=rO • 

b(m9+m)(m^+m-f i5 *- f(«^+»)+h==<^? 

' " deno- 



s 



;«» BCBHMksnnr;» iaCVAi-i«»ins mwvmamo * nmxRBMTiALis. ^ aaj 

, .. • ■ • • . 

tfdiotaiite m aiimenini qnemuig iQtegram affirmatiBQtn. lam veroj qoin repetUis fob* 



• » • • « * 



ftitUtiofaibiu bptiB fitj vpa ftatim fobftitotio y := — AiiRcit; qna quidem adhibita aeqna* 

tkKdifiierentialia.propofita in hanc tranafof inatur : ' ^ ^ 

x^+3i(a-f^tK>l*v4-'X^+^(«— a^a4-(f~apb)X)dvdx 

Quae aeqoaGo fpo^te integrabiiis fit , pofito p(p-f- ') « — p? -|" 8 == ^> pfP^" ') •> — 
pf-{-h = o^ ope fttbftitntionis dvr=:wdx. Tum igitar etiam aequatio propofita in» 
tegi^btBiB erit. - {itcoeeafasiaHui psfeere yldetnr, ae cafns inflnid ab Illi juorgna ex* 
hibiti, .pro quibos m numeraintegro pofitxuo aeqaatur^ cum pro illop qudsuis valores re- 
cipere queat. 

3) AfiTertommodo commemoratam(/x)> quod ex cognita integratione aequationia 

' ±z x*(a + bx^)d*y 4. j^(c-fex**)dydx -{.^(r^-gx^y dx», 
fequator etiam integratid aequationis generaliorisj 

Mdx* = x»(a4-bx°)d*y + X (c4- ex^^^dydx^. (f4- gx")ydx*, 
d^^iotauf» M quamius funftiouem tSix, id, |nj}aam» afiertum pteniorem illuftrationem 
poftuiaty quippe i!um ea/quae fupra de cafibus integrabilibus .demonftrata fuut» ftatimad 
aequationis differentialis formam generaliorem extendere licebit Huc fpeftat fequens 

Problsma. 

§.LXX. Cbncefia integratione aequatibnis difierentialis Ojsrd^v+t^^vdx-f-i^v^^x*) 
iuaf nir^ integrde completum aeaaationis Xdx^ csd^y-j-Pdydx-fQy^^^' 

' • SjolutiQ. . , 

fPofito y = z V » aeqnatio altera in hanc' abit : 

Xdx* =zd*v 4-adzdv 4- vd^z-f- P(2;dv-|- vdzidx^-Q^vi'»* 
==:z(d*v.4-RdvJx + Qvdx*) + vd*2-|-(iidv-4Pvdx)dz; 

vnde; bbd*t4Pdv*x+Qvdx* = o', fitXd»* =rvd*z4"C«idv -f Pvdx)dz. 

Haec aequatio , fumendo d z =z z^ d x » ad aeqQationem primi gradus reducitur : X d x := 

y^z^ 4-(adv4 Pv^l')^'* ,Qaam ex regulis notia iotegrandp, «btlnetur 9^ =: 

L-^/^e^^^*Xvdx. Inde prodit yssvaJ^V/i^d^l:-:. / » 
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tv 
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9a'4 KorA MHQirssmm dc nnmfsAT. ABQirAT. wumwaMmt m * <u>fta MmAus> 

I 

CotoUa^rimm. •*• ^*- 

$• LXXI. z) Pro V fafficit accipere iiifcegrale particulart aeqnatipnU o — 4^v 4-» 

Pdvdx 4- Qvd X* K;qao poGto =: t, erit y = tj^(l ^^^e^f ^*Xydj^), 

integrale cotnpletam alterios aequationlt. SonEito X & o » abit-;^ H Y^ JdnA.^ v'=? 
Cty ! ^, id eft/ ex integrali particnlari t detcrminaturcoinptetnm v (tdK 

§• XLV* x.)« Qnod, ob conftantem arMtrariaraj. iafeefnli^. '.,■ -0114^04^0^ 



tt 



/Pdx^ 



r^ 



fic exprimi poteft: v =:€t -{- Ct/ J! li. lam fi denotet t^ alternm valoredl 

tt ■ '•--■- 

particularem tS v» praeter tf erit etiam integrale compktnqi v=^ ^t-f-^^'* Q^^ 

/>e-/P**dx rt^\ 0~-^^^*dr 
expreffiones aequando obtinetur t^ = t / ; dl )= . ^ , ; 

• '^ .tt • . Vt -/• ^ " • tt 
Hinc formula prb y in hanc tcanaformatnr » a qaantitatffioa tx- 



/Pdx dx 



1 1 d V — j ponentialibus liberam : 
a)'Hxflc ^premonem ad almm {nfuper fbrmam » vfti commodlorem, rcfnocare Ildet. ' 



X 



Eftniminim/(dr/sdx)=:r/sdx~/irdx; bincJttmtor=-L, t — ■ l -■> 

- *<T/ 

fponte prodit y =r t' /- r- 1 P- — - — -f »»«» «bdl — I = t— — •^SjrrJ» 

"^ ■ J ii(±^ AtdC-ii) ^^»>^>' « Vf^ . 

^. Xdx ■ ^ Xdx .. ; .*.-*..•. ;- us -'•*.. 

y = t* / ^ ^ \ I ^/ ^ ' ^ * Quantitetes t, t*, denotant integralia pM^l*- 

J tA\J^) •^»tFd(i.) rUdioEriaaequatianUo— V*\4^lPdv^^^ 



Qvdx^, qoae conionfta praebent oompletom v =:6t -|* Ct^ (*)• 

Pormolaas praeccdaids fpbl exMbuic £. AiJkntf (L C; L yol. II. i,8)i.)r Alt«nMvf^aMlie 
mi (2) alia ratlooe denonftraait D' AUuAwim (Hi^oirode rAcadcnto^Koyali) ^ Sdoilcea» 
Anfisa MDCCLXIX. Paris MOCCLXXIL) Siniles fonnalas pro aeftatJonibi altionHB ira- 
doani tradidit V^U Fkm (MUcollaiiea Tawiaenfia Tom, IV. |i Ig4, aie.) 
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IHACTATVS, 

DE REVERSIONE SERIERVM, 

SIVE 



DE RESOLVnONE AEQVATIONVM PER SERIES. 



I 

j 



--t^ • 



V 



/ 



• 



m ' 

• . Tractatvs 

DE REV^RSIONE SERIERVM, 

StVE 

DE RESOLVTIONE AEQVAtlONVM PER SERIES. 



f '. s • .^ *. .». ' ^ ' ■ ^* 



t 



• • I 



C/iP* I. ,, 
d;b xhbo^lemate la grancsxano, 

jtxmBnnrK rssoliVTionem aeqvatiokis : y 3 x •«- 2 • ^x 

i ySR SSRIEM IMFI^TABff, 

^ PiROBLEMA« , ' 

ropofita ioter tres qntntibites y , x ^ et 2 , aeqQstione bac ; y s: x-<— « sr • ^ x» 
denotante ^x certam fonftionem qaantitatis x; expriraere quamuis funftionem einsdem' 
quantitatis, veluti t//x> per fefriem fecnodtim poteftates variabilisz progredientem. 

Solatio. 

i) 6am pro z =r o fit x =y , bincque \//x 2= ^^y» eritTerlei quaefitae pro \^z 
rtembrBm primnm — ^//y. Ponatur itaqne ^ • ^ " '> 

I II III ". v . 

Ca)^//x=>Py4.Yz'4-Y z» + Y z' + . . .+y'*z°+. . ./ 

tQtn ernnt co^fficientes affiimti Y,Y ,...Y »... funftiones qbaQtitatis y, quippe x peiwi 
det a z et y 9 indeque qnaeuis fanftio t? x praeter z inuoluet y. Ad qaarum igitur fan*. 
6fcionutn incognittirQm d<»terminationem prdblematis pA>pofititfolcitio redit« ! . - 

a) Valorr? t//x pro iisdem z et y pendet i) alj^ indole funAlonis figno \^' exiireme» 
%) a forma aequationis propofitae, feu ab indole funftionia (p. Hinc valores rSv Y^, Y^\ 
yiii^ . « • inuoluent figna funfttoaaiia (^ et \//f quorum illud ob aequationem datam pro 
certo ac determinato babendom, hoc vero arbiti^riom 'eft: ita quidein» vt fi quieuis alia 
f uD Aio 4uantltatis x, veluti Fx, quaeratur, eius valor immedlate ex valore inttento pro 
%//x peti qoeat, permatafKlo tfntum ilgnum 4i cnm F. 

' 3) Camexaequationepropofitafitx=:y-|-z(pXy erit ex theorematif jflTjr/oriaBa,(a) 

(«) Hoc tlieorema gnraifnmnTn « quanqaam nea Tmftori nomine infignitnmy demanftratnia extat ia 
Ktifinti At^mgH^* ^^ Anahff, dts (hftndi, (ite Anfi, QoHiingtn im yirtmg tkr if^itme Fanden» 

Gg , *«'**• 



t28 TRACTATVS DE RErCRSX03(£ SERIJSRVM» ^ ■ ' •=• *»• • 

d^I/v . cl*\I/v 

• •"* +z"((px)° fjf^L— + . . , 

Ex cuius feriei cotnparatione cum ferie affambi.^a) (i), huius co&*fficientesindeterminatos 
Y^ Y^S V^^- « «i* fume%ie d^fi^ire, earumque legem gpneralem 400 minu^ ilmp^c^er ac 
rigorofe dcmonftrare licet. * * "" •* * ►'..*.,. 

Bknifeftum equidem eft',nfi feries ^) r exprel^ rSv <px, (^x)*, (<Px)'^ 

• , • per y et z, in hanc abeat : i . . • % 

^x — ^^y+zT-f 2*T 4.«'T ...4-z T -fi,.., 

foreT^zrY*, T« = y",- . . : T^ = Y^, ... " ' ^ 

4) lam pro determinando co&'fficiente,YS ppnatur in ferie (a) (p loco \pt eritque 
^x = ^y-|~^U9 vbi reliqua membra praeter primum , qu ippe ilngula faftorexp « inuol- 
* uentia, per zU r^praif feotantar. Quo valorif in ferie (b) fuppofito 9 St * » 

'pX5-^y + z((py+2U)-^ + z»((px)*--^ + 

dvl/y •, '.» 

— x|/y + z^y-— >fz*(. . .), 

dum rurfus membra poft fecundum omnia, figno (... •^^ipraemiflb faftore poBUiiuolji^f, 
exprimuntur. Cq^ffici^ntem mem))ri fecuMdi^aequa^d^ po^ffiqipnjti fefundo ferici (a), ob« 

4iaeturY^=:(py. 



• • • 






dy 



i: 



5) Cam ibKJne teot^ffiei6ote8 ^110 lurioc^s feciei generalis pro >^x «o^i iam iint, ftatim 
Jftde CQ^fe^upOtor co^fficieates (^rrefpondentes ferl^rum pro ^x et <(<px)^.(d), eritque 

<px=: 



^ . ... j .1 . . • . • , / j* • 



^#ftfA. j;7o. ^.^ $...151; P* 89- Idam.iiBpfr.ampIiys.pertni^tnin. Ivib ab HitidcKhurgio (Arthiv 

d$r rtinen tftfd atfgewnfidte^ Afathmaflk, II, Hefi, ip^ff. pp, 201-21^,), Scriptis ibi laudatis aTia 
' iofaper addi poflunt: quod cum ad liunc Ipcum minns'perrin6af, funiciatndnilnafli» duo: i^lVinv^ 

iijnornm CaUuU diff, tt integr. expofir.^tiefiuHfiris^ Hd ndnntin ^ifSftrtatitols /0»^ Acadeinia Sci<»t. 
* . ]Eleg«.fti^ a* 17S(> pr^emii hono^e- d^cqratae, f^aJoonxti Hvi^xe Shn^ P^ffuilier etc. TabiQ^. ap« loh. 

Ceorg. Cottam 1795. 4 ; <^uius operis praeclari' cap. UI; (pp. 4i{-5$. ) agt( de tbeor. Taylor. 
' 3) M* lat. Siegm. Beek (nunc Profe/jf. Halenf.) Lemonjiratio theor, Tatftor. , ^iiTerf. cjuae Halae 179 x 

|^rodiit4f de cuins autem titnlo mihiuon certo cooAat, cum ea, quam ah amico extero acce^ 
. perap, Um fiQQ fit ad manus, eademque ia receiittflima ediUone operU ilettfeHani.CdfHhnts 

J>nftf4hiand Tom, 2, i^9d.) fruftra quanratur. 
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d ^ y '. ' ~ " . * 

<px = ^y+x(py — 4- z« (. . .) 

oy •-•••,. - 

(<PX)»= (<py)»4.z^yj^ + *» (. . .). 

Qilibas valorlbnfl (bppofitis in ferie (b) , prodit 

d(Py <^^y 

• . • •• ^i^ V- < ^ dC^y)*- i ^- i*4^y 



dy i.a.dy* , 

+ *'(...) . 

-^;.y + z(py^+z»(<py.^.^^4.(<py)>-i!i^) + z'(...) 

dy • dy dy i.a.dy* 

Cuios feriei membrum tertiam comparando cum membro tertio feriei (a) , emergit 

d\i/y 

'. ' . ' • *C(<Py)*- — ) 

dy. ; dy . . i.a.dy* i.2.dy 

eiEciens tertins feriei (a) defioltus eft. 

* 

6) Operationes, quibus co^fficientes Y^ et Y^^determinatifunt, fimili omnino ra« 
tione fine negotio vlterius cpntinnari poffunti indeque j^rodibunt col^fficiantes fequentes 
yiii^ Y^^, Y\ .. . .* Etenim fumamus, inuentos iam efle coSfficientes n.priores feriei (a), 

fcilicet praeter primum \/^, bosce: Y^ Y", Y"^ . . . Y , tum co«fficiens fequens 

N * . 

V hunc in modum reperietup. Ex co^fficientib^ p^r bj^thefin notis feriei pro \J^x, 

totidem coiffficientes ferierum pro ^x, (cpx)*, (<P3t)', . . . ((px) innotefcnnt (a),"* 
quorum pro quauis ferie vnumtantum hoctoco confid^slffe^ftifflcit, fc}lieet feriei <Px co* 
cfficientem ntum, feriei (^x)* coSfficientem n — ilum*,' ficque porro ferierum ((Px)', 
((P'xy», . l .(^'3t)n cd«iSiciehtes > n-^*ituA, n — 3tum, ... imuiB. Quibus co^fficien- 
tibus|)er(^x)kn, (^x)*lcj[n— x), (<Px)*k(n— a), ... ((px)akz expreflis (a*)) 

ceteris autem earundeqi.ferierumcp^fficientibusper punftatantumexhibitis, erit - 

"*•*'''■ %' • "... 

<px = <py + .z-f .z» + . •• +CP*)^»«'2°~' + • *° +•• • 

(<P0' = (<Py)* + . z + . z» + . . V + (M*^nT-x) z°TH-»"^'+- • • 

(<pxy =(-(pty)'i. .?+:.. ?•.+ ^ ... +l<P?)'k;(n-a) z°-34.,zP~a+... 



I *~ 



-• ' — m '1 



(^x)»-rx_(<py).i-x^(^,)ii-.^.ki;_^i^.^ 

(^x)°=-((Px)"ki4- • « + •• • "'<'* Gg^'\ ;...... c Hosce 

a*) Hoc/fPMMn niffiiimium ioira ampiins Ulnllrabikar atqne io ▼fa» ▼srtetur. 



i 



m. 7 



i30 «ACTATV» » UrSRSIOm »0017«, 

Hosce valores in ferie (b) fupponendo , obtmetiir : . 

dy 



x.a dy* 
)z»~3+., - ^^ 



I. a.3 dy' 

+ . ' . . . . ^. . , . . . . 

-*•* i.a...n dy» 

♦ . -^ z *■(•♦•• •) 

"* n N N 

' Inde, ooUeftis membriH, qnae z Inaolnnnt, /^onfceflnit (\//x)k(n.jLi)=T r=Y (3) 

= (?.)k.. 'J'! + (,.y k(»_0.;i^ + W.)U(.-.) . ^i^ + 

...+((Px)nkl^ Ili-.. 

l.a...i>^dyn 

7) Haec fbrmnla oftendit^qnomodo ex coSfficientibas n prioribos feriei (a)^ »4- ztua 

dn(<Py)'~^) 

fit eliciendnf . Sic ex Y^ et Y^ (4. s) prodil Y^" = -^ — r-J^ 5 ^nde iam latia 

i.a.S dy* ' 
claire lexApparet, qaam eoSfficie&tea obferaant, vi coioa erit> pmefomtiae faltem, 

dr- i(((Py)r^) 

1 YR=(tPx)k(r4.i)---- r~T^ 

i.a . . . r dy>^ — » 

8) CbMi legea vninerfalem efle demonftnmdiun r#flat. Sopponannji^ ei|m vaicri 
prorsx^a, 3»»4 vsqae ad r s a ~* x : tnmerit, pofito (<p«)« loeo ^^ . hincqtte looo 

-7—^ ^{<Pyy^^ -T — > feriei qaa ((px)» expri^dtar, co«fficien« r+i«w -5. 

oy oy -..■-;.••• 

• i.a.. •, rdy'— * • r^-s i-.a. ..rdyr 



(r4.g— -1)^+1 ^a)...( r4i)df(4py)r4'.* .'. ~ . -•' 

■•• . r \ " '" -—————, exiftente s nomen)' inteere. Sam- 

: z.a... . (r4.*> dyf . . -. ^ 



4- 






SIVK OC SUOLTTIDirB AXQTATXDirVlf fJOi SBltlKS» 

io uim foeceffiiie 8 = X ^ r3=:.a«— i; s=a, r=:ii — a; s =: 3> r~ti 

X 

a =r n , r siz o , vt fmnaia r-^j-s maoeat = n > erit (<p x)' k (r+x) =— 

' X «-^ • » • 1 

• i (n — x) (n— ^ a) . . • (r-|^ x) . ■ " j inde^oe ex formola (6) obtinetar 



%3% 
3f • *• • • 



N 



d/ 



(^^x)k(n+x)-Y^^r= 



.(d** ^(^yf. d>^y-f 



Cn— i) 



(n — i)(nr-0 ^n — 3 
1 .2 



• 

(«•»— .1)... t 



JtX^Vi 



txMtixa^ > ia hanc abit : ¥"=: 



slas notas pro differentialibna aldoribne |HrOtkifti dnarmn ru 



z*a...n 



. d ° '( (<p y)° -77) . Qn«f* fi lex afijiQk- 



dy 



r • 



ly 



ta (7} pro n priori- 
bna co€ffi<;ientIbua 



obfernatnr, eadem ad,ii-{-xtQm^ fic^ne ad omnes coSfficientes extenditnr. 

* » • 

9) Haec igttQr iam inaenta ap demooflnta eA problematia fb}atio : 
Pofitoy=x — s^x, eriit t 



^»(<Py'^) 



id/y . ^^' dy ' 

^^ss^/^y+a^j-T— + »• ■ ■ + »» . . 



'0+ 

a » I 



• • « 



.+*' 






+. 



• . 



CorotiMrlumn 



1. 11; ») Pfflfito ®x=s r , erit y r= x — «, pott* <Py == x, libeprodlt 



dt^y 

^» =r ^Cy+f) — . ^y +*-^ + « 



±x_ 



^h £' 



•l* *•• • f 



x.ady» x.a.sdy^ 

i. 6, theorema Tayloriannm , ^nod igitnr Aib theoremite geoerali modo Aowaifcata ($♦ 
I: 9.) 9 itihr cafas particnlaria ^ comprehenfum eft. - 



1 .• 



•1 • 



aja TRACTATrS, IW HfiVJRtSIOMB SjEIUEStBC, 



••^ 



a) Ponatur ^^jc = ((px) , tum erlt vf/y = (<Py) , d^^y = s ?y d^y, 

A^y dT^' «"* V<Py dy/ s d ^<py J 



mm^m 



hinc fponte fequitur: ((px) = ^y + -^"- ^^ 4- > ■ . . ' ^^ 

. s4-i dy 8+a i.ady* 

* ^^y >^ i^" • • • ^"^ relatio inter trcs variabiles x, y, a, luic 



+ •••1+ 



•• • *e 



, "s-t-n . ndv*^ aequatione cxprinaitur: y=:x^z^x, 

o 

.' / ^^-Pra^x =; X , fimili ratione obtinetur : 

^>^/4.sy°~"<Py.z4-s'^^y'~'^y'?.z'4-s'^'^y'~'<Pyl).z' + >..:. 
. . . I. «dy .. i i.a.3 dy» 

Scholion. 

» 

La Grangii Analyfis Problematis L iliuftrata. 

$. III. Theorema folutione modoinuenta exprefium, idque fimpliciforma^ lato am« 
bitu/ac multiplici vfu eminens, primus exhibuit Ul. jla aRAMCE (b), quanquam fui 
forma paulo diuerfif , ponendo xiimirum z '= I , ,ac confiderando y tanquam quantitatem 
conftantemoc, et x ceu radlcem aequationis algebraidie. Contr^ deiponftrationem dubia 
mouerunt TiriClarlff. TOETrESvs ct »6THiVS^c);c6nfentienteCefeb. HiNbcKBVii^ 
oi o (d). Qua occafione equldem aliam demonftfatlbnem inneftigaui/quam a dubiis omni- 
no liberam iudicauitsc pubHci.iuria fecit Analyfta modo laudatus (e). Cum iam animns 
fit, problema grauifiimum fane de xeuerfione ferlerum fufius pertraftandi, quam tum 
confillum foimt» ne fequentia obfcuriora efient, iftam demonftrationem hoc loco repetexu 
damduxi> eidemtamen^ quo^Uftinftiorfiercti nonnuUa addidi. 

C$te«i 

b) Wfi* de tAead, Rof. dis Sciemts iU. Tom. XXV, A^^, 'T^S* Btrlm x^o. Nonvelle metliode pour 

cefoudre les equations litterales par le moyen des feries. $. II. x}. pag. 175. Cuiua commenta- 
tifliU verik>^rpiaiiica«legit«r}ln CeUjb^Mckitfin J^fffj^ dtr QUjskwgm^ tftt^ fUn Sskrf^em inr 
Msrrsn EnUr tfttd ds ta ^amgs. Beriim iT^i.i* pp.tgo^M^o, (iihe veriion. gei^an. £if/#/f Introd» 
in.AnaL infiniL Jf . ULi . Ct iaprimis Pfi,.A9«^A«)a* '... ... ;^ •/ *^ .. y •, 

c) Comhimatorifiks AfisU^iih ,mmd Tksoris der yDmsmfiomszsicken,^^ fitraUifis^gefislUvok H, ^.'Tospfsr^ 

Isip*. iJPS' ^^FP: W. W. 






Formutas ds fsrisrmm rsHerfimu dsmomfiraHo vniuerfatis -» auftofe M, H, A, Roikio» LipjBae 179 3# 
4. (Praef. pag. IV.). * * ^ ^ "^ '' '' " ' " "^' -^ 

i) Arehiv dsr rsimsm mmd amgsmmuUsm VaiksmtHih. x. HifU Vf f • Ltifz. p. 99. 

O ^nhiv Z p. 8X. c£ p. 90. 



f 
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Ceteram cum operae pretium fity viam noffe, quam inuetitor hulqff-tlicpl-ematis iix« 
greflus.eft^ eius Analyfin commemorare haud fuperfluum habni^ praefertim cum demon* 
flxatio fequesti ratione illuftrari et ftrmarl magis videatur* ~ - . . , . 

i) Sitpropofitatiiequatio Or=:a — bx -|*cx.*«— -dic* -|-. . ; , - i 

cnius radices defignentur literis p, q, r, • . • ; tum erit 

a — bx-^cx** — dx' -4-. • . = a(i ^)(i ).(i — — ) •^•* 

P q «• 

fiue^ diuidendo per b x , ac mutatis fignis, i •— • — — • ■ 

bx p q, r bp X . q r 

Snmendo logarithmos fit log. (r— *-^ •^-^f ) :=* * \ 

A v% ^p ^p 

, tog. p -f '««•(» -- 7-) +^08' (^ ) -r 1«8' (x — — ) + • » • » 

pofitoa = jp— . 

•• • - - 

ft) Quantitas. ex parte dextra aeqtiationis (i), ope exprefiienum logarithnicarutn^ 
facile in feriem fecundum poteftates tS x tam pofitiuas quam negatiuas progredientem con- 
nerd poteft. lam in fimHem fertem IogiK*ichmus ex alterW pacte tnms&i^mandus eft. ' Qtoo 
ttL&o coSfficientes membrorum easdem poteftates rS x inuoluentium vtrinque inn^^em^ae- 

qnantur (£}• Cum vero id agitur» vt radix p, eiusque dignitateg p*, p*, ♦. .p , . . . in* 
uefiigentur^ fufficitj eos terminos vtriusque feriei confiderafie, qui negatiuis poteftutSbns 
Ttf X affefti funt. Sic ex parte dextra aequationis, omifils terminis cum x^ x^, x^, • . • prodit 

a • • p* p* p * * ' 

log. — — "r:-— •^^ . • — ^* ♦ . ETi^altera parte habctur 

)>p X ax* 3x* «n 

^ ■ mx 

.logi(i---^ =a)=.Iog.Ci — r-)+*o&/x— ?— |,vHeftIcg.(i-~) 




ft* • : a 



-m 



3b'x* ,m m 

. mb X 



Quare euoluendu reftat 



3) C«* 



f) CfrRothfp, IV. 
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3) Qoi logtritbmiM e&^ 

l f 



a 
bx 



(: 



2V t 









.1. 






0-.^)' 



• '* •* 



n t 



bx 



Quo iam modo getterali co^*fficien8 tS — ex hac ferie. ro[ultBn$ affignari queat» feriem ^ 

in ^< 

X 

eiQsqae pdteftates fequenti ratione defignare conuenit: ., ^ 

^ =ir (i)x -|-W (a)x*4-^ (3>^ + -«« * 



^ 



r+i 



t^x 



vbi index fupa*!mpofitu8 poteftatem feriei» index adicriptuftlocum co^^f&eieotis in (bfie fiiia 
exponit. Qui notandi modus alioquin etiam liaud ipcommo^us videtur. • Cnm porro fit 



(' 



a 
bx 



*•• / 






bx 



1.3 b^x' 



i.2.;;r 



b'x' 



hac ferle in feriem^^ multiplicata, negleftis affirmatiuis poteftatibus tS x (2}» prodit 



5' 



(•-^> 



«'(.) 



r(«' + 0.-«Or — Oa , r > srCr+0...ar a^' 



1 .2«4. r 



l^t r> v r^ri-i;.,.ar a i 



• • • 



^. . r 



+ f/' \ «'(''+ O". (2 r+m — a 



rf«m 



I. 3 ...(r + m) 

I r. ^r(r+0--2r • ' r, .r(r+0...(aH-0 a***"* l 

.« , .^ -^i.a...(r+0 .r+i * "^ ^^ i .a...Cr4.a) r+i x 



. i+m * m 

b X 



+. 



9 A 



r...(2r + m) a 



r+m+i 



, r, ^ r...C2ri-m; a ' ' i / 

^ ^i.a... (r+m+0 ^i+m+l m'. 

b ^^ X 



+ ^'(3) 



>. • • «■ 



• • • * • 



+ 

—— iif f t) »1 -t*yr») ' . — II j. 

g.,Y Cr4-').v(»f4t«- >-0 s ~ . 
*^*' ..a... (r+« + a) .Hin+^Tf"* 

' i+m ^ 



2» f\-; 



< > • 






"^riz^M' <'•? ^«^'i*— .0(¥+,!?!— a) .> *i(r:+?+'.).^ + ,; ,,, .i,; ,,: . 



ii 



I r4*m+i r4-m4*4 

« («)(a»-lrin)..*Cr+«+a)-rr-T:+* (3)(«+»+0.'.(f+n>+3)--r:T-+"'> 



I • • • . . < 



Jnef ^£JL-,J^=C«r+«-0... (r+te+i)«'(r)x*+° 



:'- .TU» r o 



hine 

dx 

^C"+«^) • • • (^+tft+a)*^ (a) x'+°'+'+(2r+p+ j) . . . Cr+»+3) ir^ (3). .t't*"+^ 
'E^Undefpohtefequitur, coejQficieDtem iftam rS — eX ^ — orluh^aifii fore — 



• 'r')"!.'! • . ~ •' 









.r — i/^^r r-f-m — x\ ^ 

■^ • ^^ * f rfnm foft dijfinntiationim ponatnr -^ hcd x« 



• T ' • ^^ i . ■« •* 



Hfc - ^' M*,.OX..>. . ^Jj^ 



• 



N. 



as^ 



s^ m>«iirkT^r Ms W/kiist6{ii^)Uf^*kviif} "" 



4) SameD^o'' ili^ baci fQraia igenerali ruccefficr^^f r^ IV flf 3^ 44^*^^^^ ^b^i^entur 
coefficientes pareiatei"^ -^^^00« fingdli termini ienfi fvo Al^Jri"^^^ — -1 prte- 



l. .1. ^ 1.. 



(; -ftn*\* 



t 



l 



bJI 



bent: quibna coSfficientibus in vnam feriem coUeftis, additoque — •;!— ob log. (i — A/ 



eienti ex altera le^attoduaJptite (ir) &*~ V> . ^^i^^ kafcilciwnr 









m m' r ' - i.*»*dx * 5?, «.'Srdx* • r — i 

in qoa ex parteSdext;ra pro x poft differentiationes poni debet — , Sicque exhibita eft pro 

" * b . 

• -— it -^ x^ n<in tantum Hidix p^ ^eruM' ^l&m qnaeuIs^^Rs' 



aequatione ,0 =-r— , — 

b 

(faltetti cum^xponente affirfnatluo integro^ (g)« Hinc^ ftatu^ndqx^ = ^Xy JL ;^ u^ 

•, • '• **•'*•■;./ '^ \ * ' • '*! ^b- 

pro aequatiolie • = x — ^ x , fit p°* = '' 

X -|-mx (px 4- \ ^^ — + ,1 . M /■ ^ -^ > . * » 

/ / 'Xvadx * . f ..jt.a.Qdx' 

pofito poft differentiationem x pro x (b). Ex qua formula ad theoresui generale progreffu 

fafto» quaeuis funflio tS p exprimltur: quod quidem breuiter attig^ifTe fiifficiat. 

5) liSf quae.nr.'3. expofita funt, vniuerfaliter d^moAftratu/id,' qtiod In iAMiA-w- 
611 -^emonftratione ex induftione magis inferri videtur: qiiippe (f. c. verf. German, pag. 

3og. 309.) exbibitis feriebuspro p, p^^ etp^, ex his c;nribus particularibus ftatjm ad 0.^, 
pro quouis exponente jn tranfitus fit. . £ui defiderio fatisfaflurus', cunr legem' generaMPm 
quaererem, priusqnam euoIurio/3) fefe mihi obtuliflet, incidi primo in fequentem mo- 
dom, qoem breuicer commemorafle haud a re alienum efle vxdeturv > - 



g) T^tr 1 c. p. 174. • * 1 . « /r 

b) Hae expofitioDe dubio orcurrkur, qood in rectnfione fcripti MHrhar£ani (nof. ])« EpkfmfriMbwa 
Httirarns QciM'$^eMfibms inCertsip a Ka^fifn^c .motntn effe meiftini Dtim nimirum tUfferenffaiio 
fiifcipitor, quanlitas x cca vMHakiiis l||eilatur, ac dnaumpq/l differeotiationem ilU tribuitur 
lor sm^JUms m \ 



.» 



^TE M| 



WMP«.*fMtMAT«>«mf«IUf«3iiK:«. 



?37 



r^«Hjui 



-Lxri i-\ qua fanftlone feciinau&TK^ftwma 7ay(7riiiiiieiif eooluta, fit'^^ =5^ 






ift* ' •'• (t-A^ **7- .•"' e- j . 



.<* 



-["••• pofito ex paft6 dextr^ hiiius aeqoationis in-funftione£ ehisqtiedTff^feisldaGbdfi»^ 
loGo;c. HiUc» negleftis terminis afSrroatraas poteftates t3 x^iauQluentibilSy ponlpoterit 



:+-.*4 



' • fc' 



Q^ae feola. 



oqllM^ iatile colligfere licet" cnl^lfli riftnteai 



— > 






fn 



qui quippe componitor ex co^fBcientibus refpondeutibus/quos fingula (eriei mem- 



^ I 



«i0tofi}.€0i(ffici|IW Tbn— e^ |erierbioo|diali.|pro 



.<4- 



» . •. 



1 »w ^ 



^ fine «8 



•^*« . 

f 



• > ua. 






^tr,- 



V 



' . ■ eK > .- . -t. X 






li'.^ :-,i.a,.;«^ j-._bP' 






-»• v^ . • \ -j-(t-T?r)(^r— ir+Jt) . . ♦ (r+m-^i) a •" 
l4U«^.(,fhtoendop=»+m,.q=r-«) ^Z^ ^ / , ^V ^-TXr 



■ • •• 



-Vi.r .1 i \ ('f 4^'r)(r -4- a)....(i+m — «)•"•... i_ 

. i.a...7F4-m 1.7J+UI 






. a.* • w^T" 



\ / \ (ir + m + r)(ir4^m-fl). ..(r-fm4^ i> *>"^ ^ -t^ 



. « 






t t> 






* , < » 









■ ^^ 



.'\ 






A38 '"^ ' ^ nAMAtt^fl^ D< itttMiieM 



'75 



3t if- r*. 



r (r — * i) . . . (r — « ) .■ , pofito poft dlficretitiaHoneoi 



1.2. ..r,* .. ..... .. '..v\'»* « f. Jt«iF7r'.V"7"^'s.' . r^^ , < 



>. . .' 



-r- nro X. Quare fumeodo fuccef&ne ^r = o. i. 3. . • • r — i , pio4it co^fficie&s tS — ex 



. r '^ 



3 » ' 









/,_JL)' 



^ J' f- I 's -. o. I 



r;, .'. 1; «^ • . 



♦ « •' 



•'t 



■ ■ ■ 'P ■ ■ 11 I ■ I ■ I ■ •♦- • • • J 

g.. if , •n . Mi-iM ■ 7? I. ' . ■ I . * < i ';'>?Qolyalor'c»mftiprti'(iur. g») Sineiito coa^ 
i.a...r 4 r — x 

mt. Reliqiui, vti prius, peragaDtiir (i). Scka* 

i) Pefteaiiiixm WiaM^Maboraflcnri pcrowiit mH wmmm fnpiM a m ChM M»ikm^% ntU^Mptmt 
^U^hnr Mi Metkode d0s Mtrrm 4§ Im QrmtgM » mih GMtkmgm dMnh Nmkenmg vtrmimif d»rRri^ 
km m^zMJtu. vm F. ^. ji. MuHmrd. Nr^ Atuiig9 Jrm$r ForUfimgim km WtmimrhMmiArv 
mfdir Cmrg-AmgvjfsmpiuvnfiiM 9m Cittimgiti. Ci^ttimgiMf gednuMt hi^ ffokmmm Gfrg Rifim*^ 
hrftky i79t,^ Cum\tTO \uBm Lm Grmmgn meflltfai haiid ex maBl paite afleeatDs efle; ceM aoa 
diftiDfte ratii txpi^fltfle ▼ideaiur» paniinque ad ittnaraBdam ac clgorofiiia fimiandam Ibiatioiiaa 
LaGraoglanaai coamieric» meam expollcfioiiem baod prorfvs faperfluam» eamqoe leftoribas ta 
Analyfi noadwn ratis exercitatia baad Infratam Ibre arMiratos fimi. Commeniationem P. C m m m 
vrai, iofertam Aftis Academiae Sitmimjh fJtti dilPAtmdmim ditU Siitmzi di Siimm dmm di FijU 
€9 grrtifit Tmmm yil i/p^. «. Ul), in i|H|, relerento Mnrhardo I. c. p. 15 • theorema Lm^rmik^ 
gimumm ex prapofltteoibos baod ignotia analytlcia dcducitnr» prabbfmitis etiam hifloria enanramr» 
addita taoMii qaerebi de operationnro probxitate» banc, inqoamy commentatiouem eqoidem 
Dondnm vidl: qoao^am Bibliolhora pnblica Vahieiiitdtia imHm CmrcUmmi , Cfttnf wt\ te Vatntfw 
fittCibos conlblxo todMbrnm cctebitorlboe, leMcitate>r iollrnAa At iic ornata colleaione firo 
completa lcriptorma ab Academiis et Sodetatibns fcieoiiarnm edkornro, qnae qnam Ttilia ar 
pene.aeccfliv*bi flnl ad ftudinm difciplinarum phyficamm praefertim et mathematicanmi ampUoo 
aiqoe pfofnndios» apnd barnm .remn peritos faiis copflat (cf. qnae aHa occafione ide TaloffO 
Acadeailpm» rU» aeftimaodo moooitCeleborr.JE.^. W.Zhmmtmnmmmm^ cnl qoippe difta VoloerfilaO 
UbmrMleMQpeni amxfane debet, bi ^dmmifiior Ccnfwpifar m Stmtytiiit. Anni 1790. Fafe. \ 
pag» S %)• -* Qva eoomeiaiio fcripfDrnm tbeorema lo IZra^fMmmi conceroentfoai fll coau 
plett, bOH doo kiftiper commemorafle looal: 1) Obftrvaiiaoa aoalyliqaes par Mr. Immhivg 
ffimm. Mmmnt th iAmd. Mmftih 4mStkmmi m JUkfJUmvs. AmAi MJJCCLXX. k BmUm 

Mnccijapk 



mnt vif^mmft ■ tmYyMitinrmmW9Wrwaamt. ^iftp 



:> 



.$• IV. ^hin ,probIepi^(§^ tr) /doMoaem ien theorematte ($.1. p.) deinoQ* 
^tio&eliii^aun^e conciiiii4m sic kgettiofamVxHiMit nioftris £ a Px.A'eB (k). Qaa Mo^ 
Mis vfos eti«|Q ^ft<;elebciT* c p;us i ^ y)< 2^^^ C^^V,^ proprinixi eft hnic dcmonftretioni) 
ttitrodacitar quantitas variiibilis z (m), ita vt aequatio La (irangiana y == x — • (p x faanc 
fomuim geneialiorem recipiat : y rr x — z • <px ; tam confiderando x tanqnam fanftto^ 
liem t5v y et z» et differentiando yps, qnaihnia fnnftionem rS x bincqne etiam tSv y et 

^j ^cnifln^ ^l^^, jppbyfnr lOre: Q—J ^-^x • f— J. lam porro (et in 






Iboc maxime cemitnr yie'Mqne nemnalinina demonftiationia) ex hac aeqnatione inter diffB- 
fenttalia prima t3 \^¥fediMMii^ ct y /- aMnciinr inter difterehtUfii qaaenit iltioni tii|*^ 
dem fonftionis» eodem fenfti accepta , relatlo haec : 

. Qnt aeqnatio ab Analyftis hmdatii pro m =± a et = 3 inneftigata » nec tamen pro qtlottie 
na vninerfiditer demonftrata eft. Ac ia qnidem madoa, qao coriffiviirs differentiale 
alterom et tertiom tS ^x fecnndnm x enolnit , ita comparatna eft , vt inueftigatia for^iaia 
4ifttin|>aliWj.,^tiofOi^:hfm4 ftoo/prolixia qtlcoli MsbagibQs perfici pofle videatnr (o)» 

MDCCLXJtth p^ ^S» ff. 3) Memoire fhr diffrreiitM qveftioi» d*Ana)jrft. Fw Mr. £# Marqm» 
i$ Ct§uhru$z ArtirlalL DamonllreHoa dl*Qn Theor^me de Mr. de la Grange • . » p* 7 el 8« MS* 
^#Mm^ Tmtrininf. tom! F. , ant, vH altera infcrfpdo fe 'hebet, JHeim^fs de FMo/epkfe §$ Ms MM^ 
mtuiqn». D0 im Setiei/ Rofok de TWrnv. Po$ur Us Aimiis /^o-///j. A Turhr^ do fiimprhtwrit 
Motfii^. Av9s Pimmjfan^ Quamm demonftrationum neotra failf eft «iroroia ac abfolota : Cm* 
iirutimm lama» perMlor efle videtBr» liiter qaam aliam .ac ooftram ($. 1.) aliqoa intcroedit fi- 
arilitodo» diflerentia.maxlme pfonenieot» vx affQmttooe qnantitatis Tariabilie s (cf. f. IV. not.m) 
ii^ Oe demeoirsiioor Jkirijjmii» ex mee qaidem indiciq fwnmi minc ItaidrQm Analyftae» iofra 
tumo erlt 

h).7kMWi dm momfmimt ti d» tm fip^t ttapHqnt dtw ttmmttfs; par Mr. d$ Im Flmgr tiu d fmris^ 
, MDCCLXXXIi^. pp. 15-18. tt Ifhnorres dt rAtmdMr dts Ssitmtt»^ mmmit tr/Tf 4- PH* 99 ft* 

V) JbUrtMimt H iitnd$ dt r^llromtmmt pliffiqnt.pmrMr. Co^fim tU. ^PmrisMDCCLXXXni^^ P''Sfq^ 

' m) Konae varlabiiis s lotrodQMo, qna» LmF/mti^ dcbetor, peeqaam ▼tUis.eft: bac forma aeqnationis 
generaiiore noftrs etietn folotlo (f. L> nitftQr« ex eademqna inte alia iofiiper probleoMtis ana» 
'lyfis(atis(^<Mmia dedocetnf. i .;. -. 

•)_lte tamperiiit cnm io folntionem f. I. expofitsio inclderea» demooSratlonem noe fpbo commeme* 

... tatam ex Confinn tantnm libro nooeram, huncqne lcitQr AnalTftam anftorem demonftratlonis prae* 

dicaalt loyMiepiflieoeetlameeffttastftCefebeirJJn^^ Ceic/Mff a Ai AKnf expo. 

filione 



A^ 



«4» t .^\T9^i^ismn¥»W9!fm9m^immm^m y^% 

Quoil defiderlum cQtn equidem fentirems-^ldqp* eXpIeri cuperem, perneni ad Lemmt {phi 
fequentis/ cuius addere defpofiftratipnefii b^9d pjperflij^i^ Tid^bator, cum illud ab Ana- 

lyAia^ ^i tbeorema ^ciale fatii notym-^yV ■ \ ' iJ'i^ 3T=^> Vr ■ » - A r^««»9^A««flfc 

pracitermi tti foleat (o). Ex hoc deincepff' temiftate' petere If^ielir itgbrdjram problematis (A 
folutionem. * ; 

» THEpia.s;4A., 



'*«*M»1':'' » * X» «iV».*jm«»*' .''f- 



cTfc. • '>r- i, . ^ :. V «^. T^a 




^^«tlebideri<».facuod|ap , .-._^ . .. , , .,...„ , , ,. 

.Demo^ftrteio: ' ' * ^^' ...•..,= . .4 

x) Ponamua primo { z= I » tom\Ie«i^nftrandum'^ft, effedd \^%if d\bW. Pfo 
r rr X haec aequatio ex theoremateVatiVTTotOj^^mlequit^ pro r» 

eaodem «d r-f-z c^ctendi^ fequenti ratiocinio eollig^ p6te£ Habetimnifiilraint poneodo 

^ + xpror; dif-^^^W^ddi^W '-"^ '. ' ' ■^-•' : : • 

',J ==ddd%, (quobiaih d^^WrflfanflUdrftr^y; ^^ 

fecundum y et z vel fecundum s et y differentlare perinde eft^) 

' i' • • i • 

Hlloiie to e<» iircedit» qqod ille, cni alterius breuita^ obfcura forte . vldebatur , 'calfulos pro 

— el ■ aliier atque fufiui euo^uerit: nec tamen dublto, principionnii » quibiu UtPtmdamm 
dr* dz' • 



denioRllratio niiitur, qoaniqvam «b auftore hand 4ifene «xprefibram« dUHnftkMi et._ 
euohitione, prolixiores ealeuloa euitalri, ar breirttalem operatioiMm cmn rigorj» dem<Mi^rationia 
conciliari potniflfe. Equidera ad Lemma (J. IV.) , 'oc demonArationem > lade dedoftim ,f eraenl, 
ante compertam La PltuH expofitionem, quantum nunc quidem memini. 
•) Cf. Enhri loit^Calc. .Diff. P. I. Cap^ VIL Ka$fiMr Anai^, i^^VmndU $. ^"^x fqq. . Umni^, de 
qao ^ie loqaor» deraoiiftrationem a noilra diuerfam ex theoren^ate Ta^lorigf» deduxit Cej! I^Hmi^ 
U§r {Printifior, PqU. Drff, #/ Integn Expof. elem, f. i5i.pag. 339.)» quae tum quidem mihi noiw 
dum erat nota , com in icbetfiasVnate^fupra ($. II.) alle^ato Lemmatis mentioiiem tofleerem C^r» 
$ki9 dtr Mmkem. ULHeft^^.\9^^). Gliaradac^mpro defignandis dii|eceoliis pqrtittlibns ab .eo- 
dem an^tore oommaodatomripreettam tanf|Dam .comm^iofam hac data occafione adhibueram: 
eundemque igitor» leui fafta immutatiQne, lu demonftratione Lemmatis vlitato ^f^ferei^iim*, hac 
auftoritate coofirmatus^ cenrnt.,*!* Monendum iafuper eft, ii> dtfferentialibns altioribus eius 
quantltatis» quae foia eeu variabiUs traftatur , diflTerentiale primum pt^ 'cooaant^-biAi^dtfm^^tte 
poft quamois difieraatiationem fimplicem dffferentflale funftl6ms per differentiale mtaUAl^ diuiden- 
dum efle. " ' *'* '' *'"*'• ***• •* •*" *•* 



£] r-r 3 V . . . * \ ajr A<r<itS7v Cvml ^x-hypokhtfi ae quatio pro ir Qbtinet,) 

Ml»iM rMi^» «iiiSli|i4^4M!l«» Ei^rfi^^ r ^, 

#ft Cm^ fShy ft^^^ta-flBIWtftW/iffl^ffp^ pottftO ' 

:. ^,^ =;;;d7.^ d Wi .J^i^^^^? oaafiiftihim eft, eandtQEi aiejQationem etiam. ad {-(-i tx* 
ttbdi^ !• e. pro aQoaia >albre TMiy^ et r (x^ 

!f 3) NondamfupppfUotheQw^^ ftit.im theore* 

'ma cienerde fequentem in QiodQm dembnilrare Iicet. ' '" . * '*. 

Cnm W fit fQH^ Tfjf»» €(ijc^ ea tfmtiwiii ftnftio rS;^- fpeftatf «jprjp^ J^J*5*^ P^f 
feriem fecQndnm poteftatea t3 x progredientem , coias vero feriei co^fficientes erutlt fan<' 
AioneaTSy. SitigitQr 

^♦' W == Y?^Cll'-^ X). ; .Cmi^r^)^^-^ + y1'iB(3^i) ,^|3^r+0 ^" '^ 
.!+-.• .ir,:>4i«a&jtapt»m8ro.iFvia|riliJ!M^ Xt ,\^?Jfi^ 

ftar coniijinti^ «t, iliai^f dVw=:?'d5.1^j^(«~t)«* («— r+f>?*T^^ 




:*3 



*»• e. tdem prodit, qaod modo prodibat ex ordine direfto. 






Corollarimnu 

§. Vr. l) Tlicorenn tnodo deiiioi|ftritiim nos tatthiia de rft^«HMni/j^M« verott - 
edani dedifferentUs fimitis valet> id qnod ex demonftratkiiie prioli .(ji^ ys i. a.) facile ap« 
Mret, qoippe theorema ^rticiilare fioCQm , cul illa foperftMfia^^ft,' aiift ^lifferentiaa fini» 

iM^^tetJCiO^-^VBUtt^tiamaitei^ (1)1^^ Jt^.fim mmifm^ ^iv^^ 

licet. , ■: *• ^^ • 

a) Qnodii fiDli^io tm la et y* Hci' fecnnante s, ^ ftMtnMfliijrt OMindCririrMi^fVimi 
Cbenndnm z, ^^ie^fecnndfuny, porro r^^ies fecnndnm 2, ^^'^ fecnndnm y^ differentie» 
tnr;'tum> hisce diflFerentiat4onibos pro lubita continnatis , idem femper prodibit, qno* 
cnnqne •6rdine eae fbfferpianti^J Nee ooH^neaftK^^xponinilMrVv^^, ^y-fi^ ^<\ <¥^MkAt ^ 
differentiationem fecnndum VMdm variabiiem indicaotem, in pinrea diibe(p^Y ac loco 
vniua dtiTerentialTJaltfora^&^nMiftf <d6m|M^ lm §i fit itUAttinmt col , 

locare licet. -f ^ r J^ -^ 

3) Similia omnino de' fonftionibns flimifiH variaiitiim vAepti tca onideoit jrt fi 
qnotnis differentiationes fecQndpm s, y, x, n» • • S in(Utiiantur| eaeque w pmpticiit vd 
r#p#fj^^f::|dj^m iemper refultatnrum fit, qnocnnqne demum, ^ord|ne differeptiatJoMs fi.m* 
pHces fibi inuicem fuccedant. Quae tamen cum ad noftriiin fcopnm minus .perBneant^ * 
commcmoraffe hoc toeo fofficiat: qnahqnam demonftrationes de differentia<lonibaa (bcoft* 
dtnn^Iiires varidiilef vnlgo liand fatis generafitei^ propoii fcAeant ' (^ '* ' ^ '^'^ 



• » » 



Alia problematis (I) folntio. ^ .•,^, y A 

« 

$. VIL Exaeqnatione propofita: yz::tx — %^m qnaeritof .eik{ceQo(,jpninaQis bn^ 
teonis rS-^p =s ^ x» per fertem fecnndnm poteftat^s t3 z progredientein. ' Ponatiir igt« 

tur, vtl iath 5. 1. iachim «ft, ^x/=i x^y'-f Y^z' -|-V^n* 4^ 1^\^J^\. . 4. V^i^ 
t(....« tnmerit» fnmto diSmntkli ^ihmntf feriei» im*^^ 

bilis traaetnr, dV» = n(«»— x)^-» •^+(ii+»).r.a\Y^+'*+v. .^ 
Hinepro s = o, habetar 

4"i^x sn(n— x>*. . x .IT , fine Y =s^ ^ • dV«* Quaread Mbi^M 

eolificientes affntntos Y » x » • • • Y^» «^ • • opds tantnni eft^iioffe vatores^ 4^m^ ^f* 
ferentialia, primnm, altcram» tertitun, • «^ ntom . « . fiinftionis >//« cecipiui^, ^B^ 
fita in daffercntiationibasqaantitate jc tantnin variabiU, y coi^bMiti, ac poft differentiatlo. 

nessso. xpj^ 

• • • • . ..• ^i*^ . 

» 

p) Cr. Z: Smlir 1. e.( AT. £ 0. Karjhm HmnuJU tkfriHiM 9 hmmkuh mtfmifiMmhr. (i^^hM «S 

(hf pUt m miMm f^ ^qmd^nt. Fird.Refium ^io. s>i «SML XKVLf.Ti^Jq^ 
q) Cf. tamen Kmrtnm libri iM>do Uttdati Seft. XXVI. 



8IVK DX RBffOLVTrOieE AEQVAtTOmW FKR ^EHTRS. A^3 

a) Dlfferentiando aequationem propofitam y = x — zCfx, et ftatuendo d^x :=: 

/ T T .* dy-4-dz.(px ^ 

dx, <p^x, obtinetur dy = dx — zdx • ffl^x, fiue dx — ' ; hinc confi- 

-I — z^x 

derando x tanquam funAionem Tofy z ety, et accipiendo eius differentiale primo fecun- 

^ _ (Px y „ r 

dum z, tumadeoi fecundum v, ^rit d* »-— , dx ^i — T~> vnde fit 

I — z(p^x I — z(p^x 

z y 

dx — (f>x • d X, et multiplicando vtrinque per ^/^x, cxiftente d\px :;=:dx« ^p^x, prodk 

; 25 y z . y 

v//^x. dx =(px.\//*x.dx, fiue dv^Xzr: (px.d\/^x. (a) 

3) Acqdationem (a) vlterius differentiando, quantitate z tantum pro yariabilMiabita^ v 
z z y 

prodlt d*\pxz:=d(^^x.d\//x). lam verbformuladifferentialis (Px.d\//x zr: dx.v^^x.Cpx 
.femper refert differentiale ccrtae cuiuspiam funflionis rS x^ quae igitur fit :^ W, fiue. 

y y 

(Px»d\px — dW, et ^x.d\//x z::.d W. Cum porro x hoc loco confidexetur tanquam 

funclto TfiSy y et z, etiam Werit eiusmodi funftio, vnde ex theoremate notofit ddW — 

yz 

ddW. Hincprodjt 

z y z y y 

d*\//x=d((px.d\//x)=:d(((px)^dv//x), 

z y 

fuppofito nimirum loco d \/> x , valore (f>x,d,\px (2) 

4) Aequationem modo inuentam rurfus fecundum z dlfferentlando, hasque differen<« 

2 z 

tiationcs vlterius continuando, fimili ratione prodeunt valores rSv d' xjjx, d* \/;x, . . . . ^ 
Qaorum lex generalis breuicer et rlgorofe fequentem in modum demonftratur. Snppo« 

z 
natiir nimiruin , effe ex iam inuentis pro certo exponente m , d \px^ 

^m •— ^^ ^ d *// x) ; tum erit iterum differentiando iecundum z » d ■ ^// x =5 

zv y 

d d (fP^ d\//x). At vero ((I)x) d\//x = ((^x) ^^x. dx confidenri poteft^tan^ 

quaim differentiale certae funftionis tS x, quae pofro erit, vti ipfa variabilis x, funftio 

Z- I Zy y xy 

Vc5f zcty; quaque igitur pofita =5 W, fit d™"*"' ^x — dd"* ^dWs^dd^^W. 

li Ntfac 



I 
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zy 

Nunc ex Lemmate (J. IV. l.) habetur pro quauis funftione TfiJJv z et y, dd W — 
yz ^i^ yzv z y iV 



.m ,w« .. .tn 



+ I W.v—'^"^^ —'^"C^x^-lJ.v^ _ A^^/fh.^-^-^'^ 



d^dW; qnare eritd'"^ * 4/x=d'"dW = ^'"((px d^/yx) — d"X(px"' T"* d^x),' 
- z ' y I z 

obd\//Xj=:(px.dv//;c (a). ' . Exinde msnifefium eft , formulam affumtam pro d \// x 

2 I 

m I T 

etiam, pofitom-|-i prom, ad d ' \//xextendi, i. e. eandem, vti pro mr=.I etr=a 
(2. 3.}, iic pro quouis exponente m locum habere. 

5) £x formula modo demonftrata fponte iamdeducere licet expreftlonem generalem 
coefficientium feriei aflTumtae pro \//x. Eftnimirum (i) Y — — — d v/^x 35; 

X . 2 . . n 

V 'V 

d (<px d v/^x), polito poft differentiationem z =: o. lam vero in differentia- 



l.a..li 

^ N ' ' 

libus , quae Inuoluit nouus valor tS Y , quantitas z pro conftante habetur, y tantum pro 

variabili j h!nc , cnm x fit functio T8 y , quae ex aequatione propofita pro z ^ o abit In y, 

y y V y 

n n— I n* f n 

((Px) etd\//x, ergo etiam d ((px d\//x) different a <Py , d^/zy, et 

.V y * 

d (<py <lv//y), ineo tantum, quod illic qfuantrtas conftans (z) occurrat, quae hic 

.V N . 
abitino. Exinde, cum expreffione tS Y poni debeat z= o, manifeftum eft, forc 



N I * ^ ^y ^ 



Y — , Idem fequenti etiam ratlone apparet. Cum pro 

I .a..n j n— i 

z=:o, fitx — y, quauis funftione tSx exhibltaper feriem fecundum poteftates tS z - 
progredientem, primam talis feriei membrum erit funftio fimilis T;?y, reliqua membra 

afficientur faftore 2 ; hinc erit ((p x) =((py) -|-zM 

•^x = \py -j-z N, 

y dvLv y n^ ndv/^v 

vndefltdT//x ^r^— li^-zdN, et (px .d;//x == ((fy) — ^4."zR, 
^ . dy dy 

* Q j n ^ . ^ d y ^ y Q .^ j 

d ((px dv^x}— ' 1— -f-zd R, quod proz=ro fponte 

- n — »1 

— d y • • .-,...: 

abit 



I 



/ 
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d° 



' C^-^fO 



tbit in ■ ' ' "" . Sic itaqueprd ypx eadcm feriesi ^c §. x. inuienta ct rltc 

j n — I 
. dy • 

demonftrata eft. - 

\ 

Continuatio. 
§. VIII. Solutio praecedenti ^plio illuftrata exinde petita fuit, quod ex aequatione' 

65 . . y . 

dv//x =r: <px . d\//x (VI. 2.) per iteratas difFerentiationes , altiora difFerentialla tS v/^x» 
fecundamz, dedofla fuerint. Qnare haud fuperfluum mihividetur» oftendere, quomo- 
modo €x firoplici ifta aequatione, absqae auxilio dififerentlalium altiorum, idenv problema 
refoluif ilue feries pro \px erui queat. 

\T 

^ l) Seriei pro \//x coeSicientes affumti Y , Y , Y , . . . Y -, .' . . defignentnr 
per \//xk2, \^xk3, %//xk4, . . . \//xk(n-j- ij ; vt fit v^x = \^xki -^-v^xka.z -f* 

v/^xkj.z* -}-.•• 4*^^^ ('^"f"^) ' ^ -{-•'' Simili modo popatur 

(Px = (pxki-}-(pxk2 .z-|-(pxk3.z*-}-, .. -|-^xk(n-|- i)z -{-...; tum erit 

y y y y ^^ n 

Aypx =1 d\px,k 1 -|- dv^xk2,z-(- dv^ak^ .z*-J-... -j-d\//xk(n-|-i) • z -{"•••» 
z • ' ^ 

d\^x=i:\^xk2 -}- a\pxk3,z-|-3\//xk4.z*-|-^. . -|-n\/^xk(n-j-i).z -}-••• 

2) Quibus feriebns fuppbtitis in aeqaationedv^x r=: <Px.d\f/x, ac aequando inui- 
cem coefBcientes rS z , fponte prodit haec aequatio: n\//xk(n-(-i)=:r 

y ' y • y ' . y ^ 

cpxki. d'4^xkn+(pxk2.d\pxk(n — i;)+ipxk3.d\^xk(n— a)+..,4^xkn.d\//xki. 
lam fupponamus, cognitos effe feriei pro \|/x coefficientes n priores, feu \//xkn, 
\//xk(n — i), ... \/yxki, inde fponte etiam innotefcent totidem co^fficlentes, feriei 
pro(px, permutando tautum fighum funiftionale -p cum (P; hincque manifefium eft, ex 
Qequatione pro \/yxk(n-|- i), per datos n coeflicientes determinari n-j-itum. Quare 
cum co^jficiens primus \^xkifit = \p>y) ceteros fuccefiiue definire licet. 



''-<*.^-'-^) 



3) Quod fi nunc formula >//xkr = ■ '■ valeat vsque ad^' 

I. a,.,r»— ^l.dy 
li a f = D,» 



d4^ 






r = D^ crit etiam eousqne ^xkr — 







dy 



) 



r — a 



, hinc fit 



I. a,.. r — I ,dy 

f v/' % ^ V dy/ ,<Byd(py .-. 



— ■ ■■ I ■■■ « . ■ 

n — a ' dy , n — 3 

i.2i«.n — i.dy "^ 1.2.,. n — a.dy *f 



+ 



C^^-ttO ^»-<*/-'^^ 



l.ady 



>> 



-}".•.; fiue \^xk(n-|-i) = 



j n — 4 
i.a...n — 3 dy ^ 

j«a..««n,dy | 



+ 



(n— i)(n— a) 



1.2 



d((py* d(py)d'*-3^<pyn-3_|2) ^ . . . 



dy 



4) Termlni, quibus haec exprellio conftat, in fomnaam rediguntur ope fummationia 
longe generaUoris, a^ quam hac data occaiione perueni» quamque fequens compleftitur 

/ Theorema. 

Summa terminorum difFerentialium 

pd"q+nudp.d°-'(f)+::^'d(u^dp).d°-»(fj+ . 

''^"~'^^'"^^^^ d'(uMp).d°-3(y)+,..+nd°-^u°-^dp).d^^i--^ 

^ -4- d (u dp). — eft = d (pq); vbi p, q, u denotant quasuis quantifat^s variabiles, 

n 
11 



rec in diflferentlationibus vllo differentialis conftantis refpeftu opus eft (r). 



S)Po* 



(r) Pro u =r I » vef = cuiuis corJlahH a, ex hac Yammatlone fluit formula fatis nota pro d (pq^* 

ObfeniatioTie dignum TiHetur . fnnimam feriei eandem manere, quicunque valor quantitati vtvia* 

hili u tribuatur. Demoailratk>nem vniuerfakm huiu.*; Theorematis exbibui , cum varils inde dedu* 

• ais corollariis', (^HindeHbyrgs 4nkiv dir Maikmatik IIL Heff^ S, 33^. /q, cf. KHefi, S. Hr./q^ 
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5) PoCto in hac fammatlone p =n ^y, q = ^y ^, u = (fy, prodit 

(3) ^//xk(n-|- i) =: . , L e. formula (3) pro co6*fficieo- 

1 .2 • . • n , n— I 

dy 

tibus n pri6ricu8 aiTumtaetiam ad n;-{- ita» extenlitur, hincque eadenrgeneralis efl:. 

Schotion. 

A.I. Lbxellii Demonftratio» 

§. VIIII. Demonftrationem ab ha^lenus commemoratis diuerfam , theorematls a 
LaGrakgio inuenti(§. I»90> exhibuit Lexell (s). Quae demonftratio ita pro- 

cedit, vt feriei yl/y -t- (Py U- — • U • -4-. /• Cpofito 

^^^^^ dy ~ i.2dy ~ x.a.3dy* ^ ''^ 

fc. §. I. 9. z = i) finguli termini per x exprimantur, ope thcorematis TayloriafA ad 

aequationem datam y = x — (px applicati; tum oftendatur, in ferie fic transTormata 

omnia membra fe mutuo deftruere, praeter primum vpx. Ad quod oftendendum ab au- 

Gore praemittitur Lemma, ex quo fequitur, efle pro quocunque numero integro m, 

TO.m — I m— ^i.m — .1, . | m(m — x) m — 2,m — 1^ , ., 
u d w — mu d (uw)-^- n d (u^w) — ... 

• .m — I / m > 
It d (u w, =0. 

Liceatmihi oblcruatlones nonnullas addere, quaefuper bac demonftratione Tefe mibi ob- 

tulerunt. 

Priwo Lemmat« memorato perduftus fum ad theorema generalius (§. IX.), quod, 

qnippe nondumobferuatum, hocloco demonftrare haud fuperfluum erit. ^ Deinde 1-e- 

^£1.1.11 demonftratiotheorematisprincipalis (§. I.), etiamfl rigorofa, hoc tamen defeftu 

laborat, quod ea prorfus fynthetica fitfSiC theofema dempnftraDdum iam cognitum efle fup- 

ponat , T>ec inde perfpiciatur, quo pafto feries theorematis inueniri^ feu problema (§. I.) 

analytice folui queat. Quem defeftum Lexellivs ipfe haud diffefliis eft (t).: ca au- 

tem, quae medehe iuftar vlterius addidlt, ratiocinio minus perfpicuo innituntur, nec de- 

jGldef io plane fatis&cere videntur. Quare procefl*um demonftrationis paullo allter dirlgen^ 

do, introduftaque quantitate vartabili z, huic fini aptiflima, oftendere e re efle duxi, quo 

pafto opeXemmatis praedifti analytica problematis (§. I.) folutio, eaque fatis concinna, 

^xhiberl queat. ^ ^ 

Theo- 
(s) Noo*. Coinm«nt. Acad. Pe(r» Tom. XVI. pp. aaof- aj-f. 

(0 I. c. $^ vn.; p. 238. . ' " ^ 
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Theorema* 

§. X» Pro quibustiisTarjabilibas W, w, u, et numerlg integris n, r, g, dummodo 
fit m > r -j- g, euanefcet famma 

77— --d(^— J.d'(wuO+---±dr— J.dHwu )ru). 

Demonftratio. 

i) PonamUs, tbeorema locum*habere prd certo valore rSg, ita vt t3 mquem- 
cunque valorem tribuendo^ qui iit > r -{r g , fumma S femper prodeat = o. lam dum 
^ crefcit vnitate, abit S in S^ == , 

d'W. d^dw- «^'•(-^jd^d^wo^+^^^^/^^^d^^dCwu») - etc. , 
= d'w.d^dw-.md'(^)d?(«dw) +^=^d«-^Z)d?(u.dw) -etc. 

— m^d''^^) d^ (w d u) + ( m — I ) ^'■(^) d? (w u d u) 

^ j-^ d (^ijjd^^wu» du) + etc); 

ficque S^ duabns feriebus conftat > qoarum prima ex hypothefi euanefcit , pofito liimirom 
in ferie affumta S loco w, dw; altera feries etiam euanefcet, pofito io S loco W, — , 

loco w, wdu, et pro m, ip — i, dum fuerlt m — i > r -|- g, i. e. m> r--|-^-|- T* 
Hinc manifeftum eft, ex affumta hypothefi Sz==.6^ pro m > r -j- g, fequi etiam^ poCto 
g -|- I loco g, S^ = o, pro quouis m > r-j-g -|- i. 

a) Cum quantitates W , w; u, — ; r, ^; inuicem permutare liceat, ex (i) ff onte 

fequitur , quod fi S pro certo valore tS r et m > r -[- g euanefcens ppnatnr, etiam S^ pro 
rJ|-ietm>r-j- g'-|- i fore = 0. 

3) Conclufiones (i) et (2) combinando , ac ab'^ -|- i , r -|- i ad g -)- a, r -|- 2, et 
fic porro continuando , manifeftum fit, ex S t= o pro certis valoribusrwy r et g tt quouis 
m>r-|-^, fequiS=o, pofitor-|-l, r-|-Mbco r et g, ac affumto m^r-l-g-^-^H"^» 
denotantibus i et A numeros quosuis integros. ^ 

4) lam 

(u) Inter hoc theorema , ac aUemm prias commemoratam ($. VII. 4.) aliqua fimilitado intercedit^ 
diflerentia autem in eb maxime cernitur , quod in fingulis terminis feriei hac $pho propofitae ex- 
ponentf^s differentiales iidem maneant, in priori contra ii varieot, fumma tankun manente cou- 
ftante; vnae priuj theorema altioris indaginis eiTe videtyr. 



N. 
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4) Ianipror==X«tg=-o» S==Ww~mWw + Hl^IllllIli^Ww - 



I .2 



= Ww(i — i) =0, dum fifc m> o. Hinc ope coxclufionis (3) fcquitur , fore et- 
iam Sifeo, fi pro r et g ponaatur quicunque valores 1 et A, ^um fueritdi>l-|- 7, 

Coroltarium. ' 

m 



§. XI. Ponatur 1) r — o ; 2) W= a ; et 3) g = m — » i ; tmn habetur: 

— etc. 



m.m»— I m — i.m-*— i/. ^ , m(m — 1) xa — 2 ,m — av 
ti d w — mi^ d (wu)-|i— ^^ u d ' (wu*) 



:s== p, quod efl: theorema Lexellii. Idem auftor obferuat (^), effe u d^w — ^ 

' m— ijg/ X I m(m — 1) m' — a.P/ *\ . ... , x 

mu , ^ d^^Qwuj-J u ^'•(wu*) — ^etc. =0, "quicunquq demum 

fuerlt valor numeri m*', vbi tamen conditio Iknitanci adiicienda eft, quod m debeat effe 
> g; ficque haec ipfa aequatio generalior fiftit cafym tantum fpeciaiem theorematts prae- 

cedentis (§. IX) , pofito rurfus r=o,W = u,ctg<m. 

Continuatio. 

§. XII. Coefficientes feriei pro x//x afl^umtae (§. I. i.) Y^ y", Y™, . . . Y^, . . . , 

certae funftiones t2 y, defignentur per xj/y, 4^^, v^ y, ..».%//,..., vt habeatur 

xf^x = \py -{- z\l> y-|-z*\// y -}-z'\// y -|- . . . -|-z \f^ y-^ . . . j pro data aequa- 
tione inter tres variabiles z, x, y, hac : y = x — z^x. 

2) Priusquam determinationem funftionum fignis \//^, v//", \/^"^ . . . expreflarum 
ag^rediamur , iuuat in metnoriam reuocare metho(}um, quae in folutione problematis de 
reuerfione ferierum Analyftis haud tnufitate eft. Data nimirum ferie quantitatem y pef x 
exprimente, veluti hac: 

y=a^X-f Ii"x*^a"^x3 -f- . . . 
afifumitur Ceries prq x , fecundum y procedens, 

x = aV4-*"y*4-«"\v' 4- . .., 

tnm in hac fer^ ajfumta fubfiltuitur feries datay fiue y, y*, y',,. . . exprimuntur per x 
-ope aequationis datae:.quo fafto obtinetur aequatio foUm variabitem x {nuoluens^ quae 
identica effe debet, quaeque igitur determinationi coefficientium afl^umtorum inferuit. 

3) lam ad fifnilitudinem huius methodi etiam in fohitione problematis, de quo nunc 
agitur, felici fuccelTu operarificet, idque fequentem in modum, Cum fit ex aequatione 
data y = x — z®x, id primo efficiendum eft, vt finguli termini aequationis.fiue feriei 

^vffnmtae 

Cv) i. c. J. IV. p. 234. 
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aJfumiaeXi)^ vambilem y innolcf^ntes , per x exprimanttir , quod quidem ope theore* 

" N N 

matis 'Taytoriani perzgitur. Eft nimirum qnaeuis funftio \f^ y==\// (x — z^x) 

s== vL» X — z(px . 4- «* ^** • r — • • • • ' Expreffis ita funftionibas 

^^ ^ ^ -dx i.adx* 

>^V'^^V» • • ' P^f x> iisque fobftitutis in ferie alTumta, haec prodit aequatio, fecuxL« 
dum poteftates variabilis z ordinata: 

^ T'^ ^ dx ' ^ 1.2 dx* ^ i.a.3dx' 



• • 



i n^ n d Jfx 
+z (px . — 






1 .a ••• n dx 



~^^ ^ dx ' ^ i.adx* 



1 n^ n — X d J^^x 
+ z <px . — 



, n — 1 
t.3...n— idx 



• • • 



-J-2»,/,«X — Z'^X..**"'^ 



» . . • 

dx 



• • 



j. n^ n— a- ^ »2^"x — 
Xz (px . — 

i,2...n— adx 



;i^N— 1 

n - dj» X 

. , . — 2 (px. 

dx 



•|-Z ^// X. 

4) Quae aeqtiatio cnm identioa efle debeati quippe x et z liaud a fe inuicem pendent^ 
fiiftores cuiusuis poteftatis rS z feorfim = o ponendi funt Sic prodit \p^x=i<px, *** . 



d\l>X' 



dx 



((px-,Vtl\ 

iLttxsa<px. liil — {(pxy . _£'j!:f_= d ^ . SimiU modo Vcperiuntur 



SIVE 0« RBSOLynOKK AEQVATrOKTMv «ER SXRTSS. t5« 

\p X, \p X, • . .; et coefficientem t5 z poQendo — o, mtDlfeftom eft» ^ x deter- 
minari per fbnftio&es praecedentes %^ *~'x» ^Ij x^ # . <. i//x. ' 



d'--*(^<Px^±tf") 



5) Sit iam 1// X = ^ ■ — , vsque a^rr^n — x, erlt %!/ x 

j r~i ^ 

z.2.«. r.dx 



=^«.£1 1-{(pxy.^ f+((px)>£l± ^* 



• • • 



dx i»2dx* x,a.3dx« 

« 

-i- /^ \0 d \l/x 



1.2 •• .n dx 



X f /^ -^^xN nfn — i) /• d\//x\l 

n'n— i)(n— a> /^ dvLxN dv/.xl 

i.a.3 ^ V^ dx >/ — ^ dxj 



I.2..ndx 



Pofito nunc in Coroli. §• X. u = ^ , w = (<px)'^ ^^, diuidendo per u°^» aequatio; 

<px dx 

d w=:n. — d (wu) — -i i. — d (wu*)+ etc# 

u X.2 u* 



in hanc abit : 
.n- 



X dx y X dx y x • 2 



N 
Hisc jprouenit <// xrr 



r V dx / 



d"-'^<Px«-4 if^^ + 



• • • 



X.2.. n j n — I 

dx 



6) Quanquam in {brmulii haftenus per proceffuin reuerfioni vfitatae analogum in- 
uentis , c^fficientlum qtuiefitprum nulla ratio habita fit^ quippe qui funt funfttonea va« 
rialml&y; hoa tamen ipfQ3..cg^ficiente8 fppnte^sam definire licet, dummodo obferuetur» 

effe \^ y> ^p y, • .•\fi y fimiles fuhftiones r» y, ac \// x, t// x, • • • ^« , t? x. 
, . — • Kk 



V 



• 



f 



aS^ TSACTATVS 0£ RSVKRSTONK SSRZERVMy 






Hinc nimiriim ftatkn prodit Y = ^/^ y = — r — ■ ; quod cum fcrie fa- 

i.a..«n dy 
pn allunde inuenta confentit. 
* • 

Problema. 

* $• X3. Propofita ferie -11860: 
exprimere qoamuis poteftatem r? x (x ) per feriem fecundum z progredlentenu . 

Solutio. 

1) Ponatnr primo p = d = i , vt fit 

2:= a X *{- a X -|- a x^ -j" !!* x^ -^ • • • 4* • ^ 4" . • • • 
Qoae feries data/ tanquam fun6Ha rS x defignetur per F x, atque aequationi-2 = Fx Itaec 

tribuatur fbrmiEi: o = x — z^^ — '^ . 

a) Ad hanc aequatlonis propofitae formam ftatlm applicare iicet exprefiionem fapra 

s s 

X fl X X 

§. II. iouentam^ pofito illicy = o> ^ai= — . Hinc nimirum fit ((^x) = — = — 

■ Fx » 



s , s dfv ' .Fv ) . s d r V ' 



6 



s-|"^ dy s-f-a .1.2 dy* 

'n s-f-n-. — s — n^ 
4. 4- ^ d > y ^ Fy ) n , 

s-l-n ' - j n 

' 1 . 2. 3.. . n dy 

Cum vero fn hac ferie y poni debest z= O , Ijanc variabiiem cum x , indeque Fy cum Fx 

fiue z permotare iicet, dnmmodo notetary in primo membro feriei atque in differentia* 

libus fequentibos poft differentiationem ponendnm effe x z±iO. Quo fenfa obtinetor pro 



s g 



+ . « i 
I S I 
9 



-ftaecferieg: - =A z— ' +_J_ l^L-l-Ll—i. z 

j ^ 8-^1 . H. ♦4X' »'• 

»4"^ J.24** . s+n. r. ,11] t. 

• , r" .^ ^ . . i.^-. ' . x.i*..ndx . . 4 -* 

3) 



■ ^ 



m 

-s 



aS3 



3) Priinum metnbram Iittius feriei fponte proHi£ &(a^} ' "» qulppc 45 * — 



tatis gratia, perpunfta notando), et 



V • # 



Ad reliqaos terminos feu;coeiEcientes 'poteftatum rSr^z formula' genefall exprimendoSp 

' • ta ' * ' '' 

euoluatur feriei datae — z poteftas — C^rf"^) > quaeerit formae fequentis : ^ 

tum habetur x " 2 -i.* . . ^ . ; 



I »>• 






les 



1 N 






^ t « 



'iV:: 



• i; 



atque n. ^iffer^tian^o,. jrrt^Kix? ** 



dx" , 
quod'pro x :~ o fponte abit in 






i.2.3...n.^ ^ . 



•t 



?•.«♦ 



* M * 



4 » "*** "" • 



4) Literaf>( „7!^ denotat cogflSc^entem n-{-i^"*" tS z ^* ", ^uIprocol^iW 
habe^dus feft^ otfm ferlcK z,= a^x -|i- a",x* -j-tt^x-^ HtJ! • ^atiij^ indeque -etiam ti^B 

'^ ta * 'X ' * gkfN t^ I ^ ir I n* ' *" ~-' * 

poteftas r— ar— n determinaca fit. Defignando igitur vT per z k0i:fz% 

ibrles '^ro x" deiiderapi (ex a.) haec eft : - 



8 



a S, S 

— z ki 



.z +T" 



z kf^tZ 



8+.3f 



/ ' 






+it 



-z 



k(n+i).z*+» X.'.; 



Cuius itaque feriei coefficiehs quilibet n-f- z hac aequatione definituf r ' 



< ? 



s,, ,' » ~li-^'n 

xk(n+x)=— z _ 



k(a4-z)- 



f f . • 



4 •/ 



• A 



> i 



5) Expedito iam cafu fibpticlori (i) 9 vbi p = d s i» ^ponte patet trt&fitosad fe« 
riem generaliorem: ' . . - - *. c » 

' Kk a «= 



\ 



a54 nLAic^ry$ w RsrsRSioire^ suisrvm^ 

d 
Hic nlmiTiun fi» le «d poteflatem expqneiftU — eue6», prodlt 



» « 



d^:r I n d I in ad t . v p 



= x(a-|-ax-f-8 x-j-..,) 

3=. X (A 4"A X -|-A X. 4- • • •)> 
vbi coSfficienteff A^ A^^ A"^ . • . per datoa a^ a^S a^^S • • • etiam datoff efle liqoet^ 



* < « • 



Pofitoiamz^ ==^, x = ;^ , haec habetnr aeqnatlo : 

qnae eft formae fimplicis^i), indeqne ex prioa iMiientiff.^4) reiblui poterit. Erft orml* 

rnm pro ferie, qua poteftaa qnaenis 0- rSx per ^ exprimitnr» ^ '^(''"f^i) = 

^ ' i *^ klV + Jt)# «X (4) .. ^i co^^f^iena^ in ^ T ducendua &u Hinc ob^ 

d f , I 

;t = X j t = ^ ' P » pofito o-d — ff , prodit x lL(n-|- i) = 

^ .z p k^^n-^i); fiue pro x haec habetur feries : 

« S . S: — d s + d S— 2d s + td 

X — — 2 p,kx.2p4.— — -z p ka.2 p +rr^2 p ^3.^ p •+... 

+ -r^z~ if k(n+x).z p +••• 
Haeejigitnr proUematiff propofitr fo^tlo feqneoff Tuppeditat:- 

7 ' .Trxorkma. 

$.XIV. Quodfi.exdataferie («««•«««/«): z — aV+a^xP+^+a^xP*** 

- • •' » ' " i» . -J . • • 

-{-••. per renerfionem valor cuiuffuis poteftatiff T«f x^. = x , per feriem fecnndum £ 

' (s+nd) 
progredientem exprimendns eft: tnm ferie data ad poteftatem exponentia ~* eue- 

P 

Qa, hninff poteftatiff coSfticienff n-j-x in — — • z p duftus praebebit feriei qnae-^ 

. ', • . 

fitae 



gVrZ DB RKSOLVTIOKE AXQVATIONVM PEft SBIUSS. a55 

fitaei(r#flf«r/a#)^temiinum »4"' * Qaod theoretna» AnalyftarDm attentione omnino 
dignum^ eoncinne ac commode liis iigiiis exprimitur: 
. '. (s + nd) 

x'k(n+i)= --^.z r^k(n^t), 

(« + nd) s + nd , 

&xex 1 (ti-Ui^—^—.z p lc(n4-i).z p • 

' '» + nd . 

* Scholion, , 

^ XV. Priosquam in folntionem $. XIIL expofitam incidiiTem i ex qua apparet, 
theorema §• XIV. a^sque calculi ambagibus tanquam coroiiarium ex tbeoremate generali 
LaGrangianb (§. I. p.) deduci poJOTe, nexum vtriusque theorematis fequenti ratione in« 
ueftigaui. 

i) In ferie.data JTum^mus, qood femper concefTQm eft» co^fficientem primum = i, 
E == d= I, locoz fcribatury, vt fit y = x-f» «(i)x* + «(a)»' + «(s)^^ +•••» 
quae aequatio" cum generali (§. I.) comparata praebet : z = — i , (Px = «(i)x* -\- 
a(2)x^ + ^(3)x^ + • • « Denotentur nimirum, more iam fupra §. IIL 3. obferuato, 
eoque interdum haud incommodo, co^fficientes feriei (^x ex ordine per »(i), 0l(9)# 
^(3)9 ^(4)4 • • «y porro co^fEctentes poteftatuni huius feriei: 

fecundae, per a(i)> «(a), «(3), «(4), . . • 

3 j 1 > 

tertiae; a(i), «(2), «(3), «(4), . . . 



• • • 

' n n n n 



n ®; «(i), «(2), «(3), «(4), ... 

Vt fit 

((px) =:«(x)x +«(a)x ^ +«(3)x*^ ^ +... +«(r)x ^ +••• 

2) lam ex fupra dempnftratis (§. IL 3^) refoluta aequatione y — x 4. ^x, habetar 
potefias quaeuis r? x> 

vs s •— im . «A(y*~'^y*) «d» (y^~^(PyO , 

x=y— sy yy+ ^ ^j / — \j ^- ^^ , , . 

i.a dy i.a*3 dy* 



jJi — I / s— X ^ Dv 
4, sd (y <PyJ y 



• • • 
n — i 



l^fl. .• ndy 

Cuius feriet termini fecundum poteftates variabilis y ordinandi funt. Qupd quidem fe- 
q^enti ratione obtinetur. FunAionem^y, eiusque poteftates ex feriebus (i) exprimere 
licet, dum pro x ponatur y ; ficque fit ((tyf^ 



* 



^ \ 



\ 



(<PyT — ct(i)y +«(2)y ^*^ +«(3)y ^ +---+^(0y ^^ ;. 

porro y* ((py) = , 4"^^^' 

", X an + s — I "/N'(in+9. ".x an+sxi '- 

«(i)y ^ +«(»)y ^+<»i3)y ^^ +••• 

-■' ^ + ^(''^y • ••+...; 

acn — i vicies differentiando, 

+ (an+s) (aft + 8— l)-."(n.+ s+^)f(»..y..T .T. »- 
+ (an+s + i) (an + s) ' ...(n + s+3)«(3).y +*' + *' 

"T" • • • ' • • • 

. +(an+s+r— 2)(an+«+r— 3) •..(n + s-+r)«(r).y T^+ "^ 

* ^^/ • • * •'*» •• 

Qneji^ valoresn^Aibftiiriiendo» po^to fuceef&ue n z=: i> 2, 3 ^ • . • flt 
x'=y''_s«(i)y''+'-s«(2)y''+*-s«(3)y'+3-si(4)y*+* 



• • 



+ ——-« (I) + -7;^ «(») + —,— '«(3) + . . . 

srs+5J(H-4) » , , s(s+OCs+s) » , , 

<t(l) ' «(2) 

> .».3 ~ •, i.a. 3 , 

«(i.+?.)(s+ 6Xs+5) * , , 

+ ' «(!) + 

l.a.3.4 ~ 



• • • 



• • 



^11 C 

3) Qno nunc buius feriel fecundum y ordinatae coiffficiens generalis 7^+ j , fiue 

£i6tor Ttfy "^ rite determinetur, obferuandum eft» hunc coeiHci«.ntem ex plaribus 
partibus conftare, qUas Hnguli termini feriei nonduni fecundum y ordinatae (2)1 fub forma 

+ ^ — lZ-1 comprehenfi, fuppeditant^ quarumque quaelibet^ fumto * 

i.a.«^ndy j n + s + r — r=:«-*-A, fiue n + r=rA + i, prodit = 

s n ^ 



(2n + s + r. — 2)(2n + s + r — 3) . . • (n+s + r). «(r) = 



i»a...n 

s n 

± (s+A + n — I) («+A+ii~2) • . . (J+X+l). 0((A + i — n). 

1 .2. • .n X 

Hinc fumto n ex ordine = t, a, 3, • . , A , vel r = A , X — l , . . . i ^ ' coniunftim 
obtinetur ifte co&*fficiens ^ , ^ • ^ _^ 



\ 



SXyK DE US^LVTIOKE AEQVATIONVM FER SmiES. ^57 

= — sa(X)+ . a(\ — I) . »(K — a) 

1.2 1.2.3 

. , «Cs+X+3)Cs+X+2)Cs+X+i) *^^ ■ , sCs+2-— i)Cs+2X— 2)...Cs+X+i) \ ^ 

1 I r • , r , 06(A— 3)--f .,X ■ " ' .flHl). 

4) Qaam expreflionem fequenti modo ad formam fimpliciorem renocare licet. Eue- 

liendo y = x + (pxad poteftatem — ^ s • — -A, fity =(x + (px), =r 

— s — K ■ / . ^x — s-*-'^ — 1/7» . Cs + x)Cs + x+i) — s — A — 2/7,^» 
E . •— (s+X)x ^x + X (px* 

/ l .2 

C» + ^)(s+X + i)C«+x+0 — ^s — K — 3^ , ti.i.A.. ^ ^ 

— i —-^ ' :— -1— ^x ^ (px^ + . . .f vel fubftituendo pro ^x, 

1.2.3 
<Px*» ^x^, • • • feries (i), isc ordinando fecundum x, 

y =:x — (s + A)«(i)x ^ 

~(s + X)«(a)x-^-^ + ^~Cs + X)aC3)x""^"*^*' — • • • 

, C«+x)Cs +x+0^^ C«+x)Cs+x+0*,^ . 
+ «(i) + ^ «(a) + ..* 

• 1.2' 1.2 

,_ Cs+X)Cs+> + 0(s+X-f- s) ' . . ^ 



• . • 



1.2.3 t • 

I " "J" • • • 

Quaeferies quomodo progrediatur, fatis manifeftum cft; vnde apparet, eius coffficieDtem 
7v ^ 1^^™ in -— duftum aequari coefficienti C3), i. c co^fficienti ^4" ^^ ^^*'*^ rejier-p 
fae ; id quod cumformuli^ prius inuenta confentit (w). * 

Scholion. 

§• XVt Accuratios comfiderando analyiln , qua x.AaRAKaxvSt dats aequfttione: 

» » - '". • 

o = «• — bx -^^** ~ ^V "K'*' • radicis potpftatem m per feriem expreffit, 
aniniaduerti, fimili procifl^u ferJem §. XIII. 5, vd theorema §• *XIV. elid poffe: dum^ 
modo euolutio viiius terminL aequationis., ope logarkhmorum transformatae, in ferienn 
fecuudum X prpgredientem, alia rationefufcipiatur. Abiisdtm mmmm principiis ex* 
eundo , prouti deinceps vtterior progrejfus dirigatur , vel ad feriem La Grangii , vet ad 
alteram (§,^ XIII.) pertingere licet. Quod ftriftius oftendere operac pretium videtur, cum 
ita coxrfenfus atque nexus inter vtrumque theorema clarius elucefcet. 

(w) cf. quae montt Tetjrf§rHs de traofitu a tfaeorematf LaGrangn ad forinulafki rwerforia» tbcorc^ 
matisj.XIV, 0* c. p. tio.). « . 



/ 



258 TMACTATVS DE RBVKKS10N£ SBKIARVM, 

\ 

i) Ordiundum eft ab aeqnatione hac, fupra (§, HL a.) in expofitioiie analyfeos 
LaGrangianae demonftrata : (x) (A) log. (i ? J = 

pofito Jr=cx — dx*-}"®^^' • — •• • ct denotante p vnam ex radicibus aequationis: 
o = a— X 4- c** — dx' + cx* — . , . , reliqais cxiftentibus =r q, r, . . • 
lam quomodo pars dextra aequationis (A) in feriem fecundom poteftates t8 x progrediea* 

temeuoluenda fit, fatis manifeftum eft: ad cuius ferlei termioum — ~ , exloK.Vi'*— 7 

m > x^ 

mx 

oriundum $ pro noftro fcopo maxime refpicere opprtet* 

a) Altera autem pars acquationis (A), fiue log, (^i — rt ^), praeter eao- 

lutionem a x,AaRAN6ie adhibitam, aliainfuper ratione in feriem conuerti poteft, cuius 



m 
P 



deinceps cofefficiens in — duftus (fignis mutatis) erit =1 ^-. Pofito nimirum — +'^ 



ro m 

X 



= X, eft-log.(i— ^_|) = X4.^+^ + .. +-4.... Adprnen- 

4a8 poteftates t2 X in auxilittm vocandae funt poteftates tS |, qaarum quamlibet g*"" 
fic denotart ruificit: 



Hinc 



fiti:=JL(±4.^)r.^JLa^--' 
r , r ^ X ' ^ ^ r 



+ a'-'(|ki.x-'-+» + {ka.x*~'+3+^k3.x-'++4:...) 



(r—O 
i.a 

+ ^'~*^-^^"'^+^^ a'~g(foi.x-~^+»g+tfkJ."^'-'-+,;+i 



1 «S • t • ^ 

Haec 
(x) Littni b (L c.) hic breuitatis gratia = 1 fumitar. 



t ' ^ Strg. OE IjtESOIfrTIO^rB i»QVATI07lvai FBR^SERICS. - - *$9 

e^ pirsireri^nbgarlthmicaetQiite ddmoi&iaaolpet tero^ in -^ du^os, cnm fu^it 

. ' t - Ul - 

' ' r'— ffl yel > m •^- !•' Sit igittfr r = m -|- ^ t e^ colligtndo terminos (eriel -^ faftdre 
(x ; affeftos, coefficiens huios poteibitis tS.x orietQr ^ 

centiouata Imc progr^otte-, vsqne dum ad ki vel ka perueoiatur. Pofito nunc fuc^ 

■ " ■• ' • ^ m 4n 

ceffioeX:ffca>3i4f>«*> .obtinetutco^fficiensTSx iii fetie logaritlimica» iioe — = ''^ 

+ ."+'. |ki 



/ 



I 



. .«.+3.jk3+,0^ »+'.i.lx 



l.,2 / 



o+a".+ *,{M.+ '^»»t3.|ek, ; - • - 

+ ."+5.|k54.^=±^\^+*.;»>3 +^-=l±5l^\«+3.|iki 
4.a°'+^.|k6+^^i?^a"+S,|»1.44.^r+'^'^"'+V44.^,fc, 

L. . ^ . \ ^ • • . - 

(m+x — OCm+V— O m+A — 3, gjv/x -\^ 
-: — ^: — ^ r^ -a ^ .£'«(A— S;-t^.... 

"^ • ' • •, « • • 

' l .•••-. .. ■ , 

1 *vr ' j^ O^diibando htnc feriem feeundum poteftatea t3a; dkinetur -*-* srt 

« k i . * • ^^ * t ••• •• • ^ > 

a I tn + T».' I m+a/'*, , ("+>)»,. ^ . m+aAt; ^ fm+4) ^,,,. 






lA - " • *• • •■■•• + 



a 



m+4 
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I 



' VS ^ ' I,, ^ ,^ •- 1.2.3 t I x.a.j.4 - 

X " ■ ' "" • 

^^ •• ••• • •• • • 

* lc^^C^-^^^-r' 1 k (>^ — ft)i ' t'k(x~a) 

4-' i_ (m+a \~ 3^ (m+ 2\ — 4^) .. ■ rm + X) ^\~^r, A 

1.4... X I ^ ^ 

4- ' ^' ■ ■ • ' - • 1 

£iiehei)3o autem feriem x- — cx* -J^ dx' — ex^-f-. • ^cs^t-— Jx'^x (i — ^)=a, 

td potentiam — m^~ (\ -^) , prodit 

^QS feriet ilBgaHs membris ope expreffioaum pro c> £'' ^^» * • •' C^)^' ^^ ftcandom x 

A tus ^ 

•uolQtls f prodit co^ciens K ; * '^ 

' = (m+^-x)|k(^-0+^^:^^^ ;/ 

. • m 

i. e. =r prodnfto ex m4-X~i in coefHcientem t« t * *" in ferie pro ~. ' Ex- 



inde manifeftum eft» hanc feriem cum fupra ($• XIII. 5.) inuenta cot]fetitire> dummodo 
pro p, X et pro %^ z fcribaton ' . 

- : . - . . - ^ * , 

: 

Cap. IL . - 

d£ theoremate pdlynomiali combinatorie tractatoy eivsqvb 

appucatione ao r£v£rsion£m s£ri£rtm« 



•\ 



'ARTfCVLVS PHZMV& 

X*emmata ex DoSrina Combinatoria. 

Praenotanda. 

$. XVn^ Ex fornmh. reuerforia $• XIII. ifiuenta latelilgitar, renerfiooem feriemm 
omnem redaci ad determinationem poteftatum infinitinomii : ficque probiemaf de quo bic 
maxime ftgitur, re^erforium^ arftiffimo vioculo iungi cum theoremate polynomiatu Haios 
igitur theprematb fupfeinftam explicationeiu proponei^e, eiusdemque deinceps ad problema 
iliud applicatfolieAn ofiepdere, omnin^ e re efie videtnr (y)^ Ducem 

()') Sicut! proBletua de reuerAone feriernin accttnttori inueitigatiooi tfaeorettiatij poIyDomialis origi* 
^ jMm 4e(li(fe^vi«letiir4^ ka plcri^ue wa^m, ^vi iilod prebkma perCiaftaniaC| de hoc ctiam tbeo. 



fSIVS DB HESOtrtlONE AE^^fflOKVM ^BR «teRTES. 
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• Dwjm.Wc maxitn^ feqUatT Ceteber P- i«NDBN«v.RGiVM,^qiii quipj»e <b tfaeore- 
laato-po^rnomiali ad vfttni aptiniiTie eaoluendojnprimi» meritiis» ex eoque primo occafio- 
aem jta^os eft' (z)> nouum vniuer&e Doftriiiae Combinatoriae fyftema condendt > eins- 
demqne nexuqi cum Aaalyfi intimum dariiiime illuftrandi (a). Quatenus equidem ipuea- 
tis addendb , eaoe illuftraodo magis ac coafirmando » vel pro re nata paulifper immutirnd»» 
vltra id » quod Cpmm^ntatoris pofdt offieium 9 praeftare quicquam haud fraftra laboraue=- 
f im , p^ritiorum fit iudicium. . Quibus obferuationes etiam hiftbricas et literarias iargi- 
tev fparfaES; bftud iugratas fore fp^ro. 



^ r 



-> 



l) Prinsquam vero hoc theorema ipfumaggrediamur, praemittendum eft probletha, 
quod vulgp fub nomine difcerftionis flue partitiemis huwerorum fatis notum eft, hoc au- 
tem locQ €otnbinatorie magis qfiSLm arithmetice confideratur , hisque verbis ab Analyfta 
modo laudato enuntiari fol^t: Reperire combinationis numeri propofSti fttie fummaefdar 

Utt (b). Qttorum verborum fenltts vt rite inteUigatur, haec tenenda funt» ~ 

/ ' ' • • 

- 2) Dum quaeritnr 4e combinationibus rerum datarum (elementorwHj^ quae titeri£ 
exordine alphabetico (a, b, c, d, • • •} infigniri folent, hae iimoiinotanEurtffiin^ii^y.ple* 
rumqoe ex ordine naturali i, 2, 3, 49 • • • progredientibus, itavt cuiuis literae fuus re« 
fpondeat numeruSf qul ^^pon^ifx vocatur. Saepe etiam pro ^efibSy ipfos numeros ponere 
refert (c). Semper autem res fiue literae, etnumeri fiue exponentes hunc in modunr^ 
' coninoguntur : ^, b, c, d^ e, • • • v 

\ If «f 3» 4» S> • • • / * ^ 

ex qna Botatione (iirrff^m appelUt hinoenbvrgivs) conftat, quinant^numeri literis 

ex ordinie refpondeant« Cuius igitur indicis ope a nnm^ris ad^ litieras, ac vice verfa ab 
his.ad illos ftatim transire licet; quare perindeeft, fiue elementa li|;ei»liaf fin^numeriai 
' eombinentur (cc), - 

^ . " " 3) I»« 

remats verba fecemnt : qaorain inter recentiores laudafTe hoc loco Aifficiat jffhrom. Ckriflopk, ffiUL 
Efehenhfichium - (de feriermts mierfi^ formtUis mtatiftieo-comhinaioriis exhibita fpo$imeti p] Upf. 

(s) tL Efchenbach L c. p, 13. 

(a) Scripta hnc pertintntia Hfndenhurgiit altoranine, maximt iliios difcipvilorm» » in ftqaenti trafta« 
tione iaHdandr occaHo eri^ 

(h) Notti fifjieftiaih pimiafationmm ^ eottfbinaiionum ac variaiioHmn primae Hneae ets, Upf i^St, #. 
p. XI. n. 31. cf. Mauricii de ProBe VJus ioganthmofWH if^nitinomii M iheoria ae^naiionmth 
V lipf irp^. 4, p. 3. $. I). ii. 7. " 

(c^ Nou.StjJi, p. X. n. 30« cf. TotpferU c. p. 47. 

(cc) ^um defignandi n^odum.^ quo foeo Hterarum Jpontmtnr ipftetumeri^ tL LeiMtio primam fviiTe ad» 
hibltum , deinceps vero iiai/d fatis frequenter ih vAim vocatum • memorat JJittdejtburgiui (hfinim 
tmomu Dignitaium — MifloriO, Legerac Fotmulae et^ Goiitinga^ 1779» 4- FmL p, XVlU.i cC 

Ll » , Toepfer 



• / 



: ' / , / • . ' . 

4) Tam fiitis^manlfeRnm eft, dbm ferum ddtarum moidovfibsitD^cotnbinaHofiw imie- 
ftigentur; (cotnbinationes ^f»p//rf^^ vocantur tb HiKDENliv.RGio) tumque in ftngulitf 
complexionibus elementorumexponeht^s nu^erici addiintur,' varias diueriasqu^ pr^itu**" 
ras eSk fummas. Quodfi nunc feligantur eae complexiones, in quibus fnmma iftorqm ex^ 
ponentium certo numero aequetur^ hae coraplexiones praebent eonftituutitque confibIna<* 
tiones hnius fummae'fiue numeri. 'Obtinentur kaque coinbinationes nufKtri prapofiti 
fummaette datae, elemenforum combinandorum iungendo ea, quorum exponetites rinme- 
rici inoicem additl coniiciunt fummam da^m. Quae igitur combinationes eonci^fpoflant, 
tanquam decerptae ex combinationibus ^/^ij0/ia^^r> ceu pars ex l#to (d}, . \ ^ 

4) Sicuti combinationes ftriftius .fic diftae, fiue combinationes j/itnpticlferf diui* 
duntur ip ClaffeSi primam Vnionumy fecundam Binioniimy tertiam Temionum 9 etci 
ita etiam Combinationum funimae definitaeClaffes difcernuntur, pro numero elementorum 
in quauis complexione feu coniun6tione fingulari occurrentium: quae claiTeSy ex ordine 
primay nteera» tertia» quartai qpinta etc. a hind£nbvrqi9 his char^fteribus, lite* 

fls niftiirum maioribus latihis A, B, C, D, E, . . • infigniuntur: A, B, C, D, E,- 
. . . (e) vbi litera n a laeua figno Clafiis addita dencftatfumnfam numerorum rebus flue 
iiteris combinatis refpondentium, quarum miiltitudinemHignnm Chffts indicat (f^. ^ 

^ •' ' . ^ ' . 

5) Satis porro confts^t, combinationes a variationibus in eo diffj^rre, qnod in ipU 

certor;im elemenJiorum vifatah^um coniun&ilaconfideretur (e. g.abc), in his contra ad 

' eoran«f 

1 ' ' 

> Toepfer L^. tH 4?« i43.'not; ^.^/ Litercs adnameros, illarnm reriem ad homm progrefTam re* 

fenre, Analydis magis erat vfitatum. Slc Moitpeus litcris a, b, c, d, .'. . trilMiit exponentes nu* 

r ' . mericos, qui iUarum locum indicant (PkHoJ. Transati. Vol. XX. p- 190: — ^y. the Sxponent nrf 

a Letter I mean the Number which exprfjjes whai Pla<e it has its the ^iphabet). Huc etiam fpe- 

\; [ £hit mo» fatiJ nqtus , Isqpe 1n Aiialyn comnumiter rcceptus, co^fHcientes feriei commuoi aliqaa 

litera ^xprimendi ^^aosque inuicem difcernendL numeris literae additis (A//1W/V. i. c. et p, 63.).^Cu. 

^ iusmodi Durae^ros , qui alias exponentes feu indices vocantur , iT/f/^^ n^^^appeiiat idiomate germani- 

co: Mturken (Theorie der Dinienjionszgcheu T. 1. 179». pag. 7.); cumque indfx Jfindenburgii aliam 
habeat fignificationem , nec rion denominationi exppnentis aliq^ua infiranibiguitas,' commodum^in- 
terduna videtur, iftosnmneros «M/a&.iiteraram voc«re. • 

<«J) cf. E, G. FiJcherJiher deit Urfprung der Theorie det Liwenjhnszeithen unfi ihr Verhatimfs gegen 
' ^ die combinatorifehe Aaaliftik des Hm, Prof. Hindenbmg^ (HalU 179^^ 4.) pag; 15. " 

(e) ClafTes combinationamy7wj&//ViV^r fic exprimuiitur: 'A, 'B. 'C, 'D, ... dum iiiminim llterae ta. 
tinae,..quae funt Clailium figna, apicibus indefinitis notSLnivir (^Hrndenbnrg Noa.Sgfi, p. XLH, 13.) 

(f) Ad defignandas Gafles indefinitas adhibentlir literae maiores latinae alrns Alphabeii: ita (ignula' 

n "" - 

M exprimit clafTem combinationom fummae u dubdecimam, (ex ordine literae M in alphabiE^to^ 

fignum cototra i^ ilallem iudefinitam m iJHttdenbttrg JkfittttiH. I^gti, P* 8|. 93 t tf. /V^^r 
' p. 1. S6hol. iT; Rothe, AtReuerffer. p. 36O - ^- 
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eorDDddm elementorum diuerfos fitus rer{ridiatdr» fiae pi^ qumis cotnplexione limtrl 
omnmm Mdms permUtaHonum r^tio h&beatxxr ^sLhCy acb» b'At» bca» cab, cba). Quo 
nunc iftud difcrimen rite feruetury atque cobpbexibnea fuperfluae fadlius euitentur, esi 
lex pra-inue(ligandi8 combinationibus praietcribitnv t complexlDnes femper accipiendas eiTe 
rke erdinatas. Vocatur autem complexidn^^-oriiiia^a, cuius elementa numerica (lite- 
ralium e.\ponentes) a finiftra ad dextram continu^ crefcusit, fic quidem vt elementum, 
quod praecedit a finiftra» nunquam maius fit fequenti, fiue titeraeeodem ordine relatibo 
fibi inuicem fuccedant, ac in fuo alphabeto*(g). :Talis complexio rite ordinata eft veluti 
r^;9ra^/^fa^rix ceterarum 9 quaeinde oriuntUr, eadem illius elementa varie permutando, 
fiuealiotantum ordine collocandoy omnlbnsue quibus licet modis fedibus fais transpo- 
nendo. Tunc combinationes cum fingularum complexionaib ommhxu^^ permutatlonibus 
fiftunt variationes , quahum clalTes fimili ratione , ac clafies combinationum , verumta-) 
men dircriminis oftendendi caufia» literis maioribus Italicis exprimuntur (h). v 

6) Saepenumero etiam referti ipfas-£?a^jr copaplexpnum rite ordpnatas exhibere^ 
Glaf[tsn\m\t\im riie ordinata yocditxiv y quando fingulae eius pomplexianes eo ordine funt 
dtfpofitae» velitafibi inuicem fucpedunt,. vti nopieri crefceiltes progrediontiiir* Quam-. 
libet nimirum eomples^ionem confidi^rare licet tanquanl numerumi confiatnm ex elementis 
x)umericis;cea partibps vel potius c^fjs. Cnii)-vero elem<enta quaepiam. numerum 9 fu* 
perantiai fiqe literae ^ilpltiabetl iiteraJ pofterior^s in compljcatione occurr^nt » fyftema 
yulg&fe decadicum baud.fii%itt fed refpicienfJum eft ad fyjiemiita attiorat^, qu(t? hab^t 
ptures liguras, ceu numerotum fimpiiciom potas : nec tamen.necefie efk, pej:uliaria figna 
adhibere, dummodo caueatur, vt ne elementa numeriqa ex noftro lyftemate cotnppfit* 
confundantur cum pluribus iisque inuicem /eiunSis complexionis elementis. Hinc tan- 
dem clafiis rite brdinata breuiter ceu ea definiri' poteft^ in qua complexio (mi^orJemper 
praecedit, nuAiquam fequitur maiorem (i), . ' 

7) Vocabula et figna haftenus expofita vno exemplo illuftrafle fufficiat. , Comple^ 
xlones nimirum rite ordinatae fununae^> fecundnm ctafies rite-crdinata^ f ^]^ro indice 

^1^3456 .... .N itaprocedunt: 



(g) Nou. S^fl, p. IX. Tofpfpp- 1. c. p. 47. ^ JRioffe 1. o. p.*2. 3. De vtili^ate ac neceffitatej in in- 

i^f fligandis combinationibiis flngaUrtfrn com^Iexionum elementa ordine naturall difpotiendi, admo- 

nuit etiam lae. BetiiouUims \n Arte ConieQmdi png;. 22, vbi haec verbaext^nt: "ad lioc'cauen«. 

dam (ne praecedentes quidam modi redeantyfemper opua eft, vt nuUa partium pr|or minor cou* 

iUtuatur vUa feqlientium '\ Infra iniicjetur mentio AlgebraiflaeTeculo XVI. haud incelebris, loan* 

B^teonis , qui et ipre eandem regulam (muerfo tantnm elenjentorum brdine , vti fecundum Bw»^ 

. dinhuigium) praercripfit , nec non pro rebus combinandls nutneros fn/itjNam ne/as adhibuit. 

"^ ' n n n ' 

(h) Nott. Sufl, p. XIII. p. XLVI. Hinc fponte intelligitur fignificatio charaacrain : A^ B^ C «^ «> 

^Av By '^» . • .; quorum ilii variationsm fufkttiae n, vhi vmiaHofntm fmfiUeiterxitSSeSy primam, 

alteraitty t^rfiam, .*. denotauf. •» ,. • / > .«' 

(lO NoH. Sifft. p. IX. XXIII. Toep/er p. 48. 73. "^4. Not.Wrf ., 
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" (33 ' ' i= : *«' . '-•'• '•• " ' 

[114 =: aa4 

: \%%% . . = bbb 

liiaa —:. atbb , < 

•E :. = iiiia s= ahaab . 

•F ss iiiiji =3c* aaaaaa 

g) Nanc ab hoc exemplo particulad ad problema getierale (i) proprrediendam eft : 
reperire combinationes numeri propojitif ftue fummae datae , et quidem admijfts repetitio- 
nibuSf id eft» fab hac conditione , vt in vna complexioo^ liceat eandem literam faepius 
ponere» Cuiua probleiiiatis triptieem folutionem exponemus, quarum prima et altera do- 
cebitur, quomodo omnesomninocombtnationes rummae dataefint inueniendaey i. e« fin* 
gnlae complicationes » quarum eiementa addita ccnficiairt iftam fummam : differunt auteca 
blnae folutiones in eo, quod ^x priore, oomplexiones (^cundum clafles» ^xpofteriorey 
eaedem ordine fie difto lexicographico fint difpofitae.' tertia folutlbne feorfim exhibeA* 
irur eae complexiones fummae datae, quae ad certam claiTem combinatoriam pertioent» 
quin complextonam ex aliia claflibus fimul ratlo fit habenda. 

PltOBI.F.MA. 

\ . . . 

§• XVIIL Reperlre comblnationes humeri propofiti I fiue fummae datae, admifiia 
repetitiombus. 

■ ' ■ A) soiuao prim.. . ■ ■- • 

Inuentio omnium claffium^ cuiusuis ex proxime praecedentif Jiue Jnuolutio 

Ciaffiufu (k).- 

l) Reguta pure combinatoria f cuius ope clafies faccefi[ixie» fu^ quaeuis ordine, de- 
finiuntur, (fiue combinationes oinne^ fummae datae, fecuftdum clafles difpofitae^ obti- 
nentarf fumma igitarelementorQmia fiogulis complexionibus manente conftante, eorami 
antem multitndine continao crefcente) , huc redit (1): / ^\ p^^ 

0l) Denomiastio Jmioluiionis ctaj/ium fixxe ffcundum cleiffts dirpofitae, infra (B, 7.) illudi^abituf. Pro* 
cefTus combinatorius rolutionis primae ab Hindfnhurgio vocatur etiam dednQio ex ctajfi in ctagema_ 
(Toipfer l. c. p. 8a*)- * • 

^l) tX, Der pol^HomiJclie Lekrfatz '^ ^ neu htarbeitet Hftd dargefleUt von Tetens ^ KlUgft^ Kramp, 
tfafmd Hindtnbwrg; zum Druzh bef9rd$r$ ttnd mii •« Hnm m^m ^hife der wmlbiti^orifcheH Me* 



^ 8IVE nte KttdLVTroNE AlcQVATmifru .ttB '«RRn:fi. / ' 2165 

* ' ■ j a) Prlmamctaff^m fiimmhe n conf^itoit etementum. ntu». Nec miniis mamfeftum 
eft, fecnndamf4affemp^iUef pmeipititAQdo eleinentam i ^fioe a) elemento n — ^ito, 
mc pematandq fuccefiiue illud ci^.elemc^ntis.pTQxime i^ hoo cum proxime ml- 

noribtis^ dopec ad duo elementa vei omnino vel proxime ae^u^Iia peruenlatur. 

, . • - ■ 1 

b) lam ad reperlendas clajfes attiores complexioniim ordints difbernencll Aint: eae 

nitnlrum complexiohes <5i!iiUsnis claffis ad eundem ordinem referuntur, qu^ eodem elefinn* 

to incipiunt. ^unc duplicj pfaeceptoopus eft: prtmo. (^ot) ^ro ordine i v6l a duiusui^ 

claifis epL d^iffis.p^pedentis .comp^ejtlon^bu^peteadp ; -deinde (ff) pr^ derlu^andif ex ordine 

iprlnio G^ris^or£nibus eia^dem claflis. .. ^ v- 

«) Prdo I fiue a culusuis dlaiTis prbdtt, praemittendo elementum x fiue a fingiiUs 
cotnplexionibus ciaflis praecedentis , qoae non habent ui -iine dao elementa aeqoaltft) tum«» 
qae permatando eleoieabQim vltimtta com proitlme mlnodrL 

■ 

|3) Ex ordine quoiijs r i*eperftur eiusdem clafTis ordo fequen» r -|- 1 > permntando . 
in fingulis complexionibus Iflius ordinfSf qna^ ab initlb iitnulqUe in fine habent duo ele* 
'menb diuerfa, elementnm primuth cum proxlme maiorl» vhifiium cumproxim4minori(m). 

Regulae lllaftrandae Inferult exemplitm irifra adpofttum^ jguo claffes combinatoriae 
r fammae 9 tat^ in nameris qaam in Uteris pfo indice 

• r-b,- c,j d^ . e-, f^ g, h.,^ i . . • -J- ... 

ex^tbentoir. Etiamfi flktim.xQ Hteris.apecarlJiceat (vd.HiJ70SiiBy'ii(iivs inTeceit 
^ ti<»^i opere fote^}, ils tamen^ qui noottmtifatis inJv«)C9lcuiit es^erckati funt» confultum. 
iri exiftim^ui , operationes lo jsunierie praemtttendo, ^tqu^.Ab hls. ad literas progredien- 
do: 4}uar^ etiam in exemplis fequentibas,L praece|ila geo^lU iUufttrantibas^ vtruoi- 
^ue operandi modotn coniangendum duxi. 






. K ■ ^ ' 
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~ i%oi9 tmd ifint^ Aftwtfidutig ttuf ^e Ahafyfis vprfihn t^^ Cl KMndet^mrg^ I^tipzf^ i;rp6; ». paff* 
183* $• 4*- Delineatio doftrinae combiHAtoriae in hoc libro exhibiu, fco etiant praeftat, quod' 
Ifindfnhttrgius egregia nmplipitate et mMfftfitim reguias pure toinbinatorias tradiderit , hasque regu* 
ils mixtis fiiie ex parte atitkmeticis prius adhibitis fubAituerit. 'Op^ratibDts' nimiruni ptare cembiir 
hatoriae peraguntur, elemehta data adiiciendo tintnm, vel demendo, permutando» riM dtf^o» 

, aendo : • quin operationibui arithmeticis ^ veluti additione ac fubtraftione » opus du 

(m) £lemei|ta.; proxime maius et.minus^ appeil^ ri et}am poflUut^ reqtiens et praece^lens. Iftis^ffmi* 
libusque deioceps adhibendls jforniultx iQqueadi arithmeticia«, reguiarum pure combinatoriarum in« 
do^m haod affici, ofc eas ia^a^ithmeticas transmutari » fktis maiiifeAum e(l. Elementa prosimt 
mtquatia breuitatis gratia ea appeUare llceat, qCiae voitatc jtanttttt £ff«ruat, feu in aljphabcto fibi 
iauicem preatioMi font. ^ . , 



I 
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a)'I^cK^6 hmus'^regu1ar;pure>conKblhatdriae, alriam prins tra;diderti: HiirpsKBVR^ 
attft (n)f ^fuct (nh.formU viagis arithmeticti(^^ . , _ 

Claffis quaeuis'ex praec^deKt<?denuatur^"dtim !ii'fin^uiis'tdmpIexion htrtus cbC 
fis numeri verfus dextratn ^xtrfemi (reliqnis manentibufe inuariatis) difcei^puntur in duaa 
.partes.t '.hac addita conditione, vt.ne partes priore» fuccelEue vOitate qrercentes minores, 
fiDt elementis in eadem complexione proxlm.e praecedentibus» vel'maiores JfLant paiftibus 
pQfterioribus continviQ.vnitate 4ecrefc<?ntibus, 

• . *^ •. ■ * 

'3^ Cum ratio legum praefcriptarum , 'qua^t ipfa qti^^fi Wturk*' ^fHflSIeffiatis diftitamt» . 
attentiori ftatim in oculos incurrat» demonjlrationem addere vix opuJVfle^videtur^ quam 
^tamec, ne quiddeeiTe videaturj^ breuTte.c-e^pQnam (p% 

Primo complexiones omnes rite ordinatas efipe ^xiade apparetf qiiod ipfa opefandi 

^ lege impediatur » ue vnquam elenientum praecedeos niaiutfiit feqimktL . - «• 

•• ' » . - . ' 

/ •• . Deinfie clatTes ipjQis.itii^em rite ordinatas .prodirey fic ^fficit;urf, . Drdines fqquentes 

jex.praocedeDtibtts.feciuidum feriejaelementorum ini.tialh]m crefcentium deriuantiir^ , vnde 

Xes' omnis redit ad ordines primos ; eum yero ordinis' cuiusqui^ pi^imi complexioties ex 

clafle proxtme pra^cedente pet^ntur, iili vti i^umeri crefcentes progredlentur , dummodo 

haec claiTvi ritefit prdipkta. Sic.taiidem ad.plaiTem.fecundamrecUrrituri quam rite or* 

dinatam eiflre liquetp 

Gomplexiones^tl^mfff^ in qdauis claffe omnAf haberi^fic pf^rfpicjtiir. ^Quodfi deficeret 
ordinls, cuiuspiam f.complexio rite ordinatafaaec : rfS^ . • - u, x > tunvdi^ficereyGmuIf deberet 
"ordinis praefcfed<fneiS' coiiiirfc«to : r--*-'i, s,- . , -. ii, «-^ i (ex.i, b, l3); vifde .fegrediij^o 
'ex ordine i aliqua coitiplexlo^deficaret» haec^nimfirom i, s, • • . u^ .xrl^i^-V i. Quafe 
'etiam ifi claffe praecedeifte deifcere deberet compljDxio «, . . . aj x-|- r — » t (eifi j, b» Cjf). 
D!nc fponte (eqtittiir, afeendend^ ad clafies aBteidoreSjClaflem feoundamfore ineompletamf 
quod eft abfurdum. ^ ... ; 

# 

Simili ratione regulam (2) demonftrare licet (q). v 

^ 4) Pbferuatipne dlgnum eft ,. quod complexiones /fimmi^ cuiusquam n praedifto 

modo (if a} fecundum claflefl difpofita€i«xhibean£ fi^u inuoliiani fimul. complexiones/?im- 

*,.» .»•11^ 

ntarum ~ 



j • •» 1 



r 
> 1 



(n) Infimtift. J)fgH.p:^3, fq, . 

' . (0)1 regul^ fec^indum fof-Hum ponr« efle ari/km^iicas,^ et tamen. rf ipfa\comhimtorias.p liqaet etiiim ex 

.iis, <i\X9i^mQnfti Hi^denimrjsms (Archw Jr.Refi p. 39S- $.13) .^. .., 

. (p), In feqiientlbus.etiam regutas rite et vniueifaliter demoftjlrare 6mni cnra allsiboraui, quam leftores 

; intel]igente.s liaud rujjerfluam, nec me In ^o 'i^t ^o^ 'HindeHbtirgium aftsl tinKim e^ilTe iudieilbattt, 

'. ^cf. quae Fifc$erusAe r^\i\is' ai'T6pjj/ero propofitis' monet: 'tfrfjfrrutig der Theofie dier DimfftfioHszeichen 

und ihr rerhditnifi gegen die coffi(fiHatorifch9^Jna//jirk-dis"JSIrrrfi /H/, Htndffiburg, HeUU 1/94, #. 

^ag. 26. j. 40)." ' ' ' ; ' 

CO «^» Hitutenburg htfikit. Digtt, pag. 76» 
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fnarum omnlutn minornm n — i,n — a, n — 3 •••, n -r-r, • • • 2, i , Cmilitef ordlnatas. 
Separetur nimirum terminus extremus complexionis primae in claiTe r «4- i^* > Qni eft 
ii_.r, per lineam verticalem, eaquelinea producator per claffes omnes fequentes: tum 
elementa ad dextram feparata ea , quae a laeua praecedxt elementum x p coniicient com» 
plexiones omnes fummae n ^ — r (r). 
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=: IIlllIXlII ' = aaa|aaaaaa 



B)Soltt. 



(r) Uiudtnburg i^mh. Dig». pag. 79. cf. ArtUi/ I. Stfi paf. tf. 
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B) Solutio altera. 

1 

Inuentio compiexianum omniumy ordine lextcographico difpojitarum ^ Jtue 

Inuotutio fummae lexicographica» 

i) CompIexioDes fummarum i, d, 3, 4» • • . vsque ad fammam propofitam fucceiliae 
ita exhlbere Jicet^ vt complexiones cuiusuis fummae comprehendant iimul fiue inuoluant 
complexiones fummarum omnium minonim. Regula ad hunc finem accommodata eaque 
pnre combinatoria, haec eft: 

a) Pro fumma i potiitur ^ inftar vnius complexionis , ipfum elementum i , &ae a« 

b) Compiexiones fummae cuiusuis n ex complexionibus fupmae praecedentis n — i 
deriuantur, dum: 

«) SinguHs his complexionibus praemlttitur elementum i ; delnde 

|3) in complexionibus eiusdem fummae n — i, quae quidem duo elementa priora 
dluerfa habent, primum elementum cum proxime maiori permutatnr; ac pomplexiones 
itaoriundae fuo ordine complexionibus ex (cC) deiriuatis deorilm adiiciuntur (s). 

a) Regula (i) fic demonflratur. Primo quidem complexiones fingulae rite ordi- 
natae prodeunt : quoniam per ipfam regulam (i» b) cauetur, ne vnquam elementum ma- 
ius praecedat; minusue fequatur. lamporro, fi complexio aliqua rite ordinata fummae 
n, veluti r, Sf,..yif deficeret^ tum deficere fimul deberet fummae n-r-i complexio 
r — I, 8y • . « Xf vel pro r= i , compiexio s, , . . x, quippe harum complexio- 
num alterutra illam, vi regulae (i, b); produxiffet. Sic vlterlus ad fummas continue 
minores regrediendo, pro fumma tandem i complexio deficeret, id quod eft abfurdum. 
Hinc complexiones omnes rite ordinatas omnium clafiium pro qualibet fumma repcriri, 
fiue fulutionem compleCam efie^ manifeftum eft. 



3)^- 



(9) M^n, Liirf. p» 184. 5. 4^. 
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3) Exmftum prius (A. $)» fecundum regnlam expofitam (i) rejTolutum» ita fe 
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b b b 

b d 

c c 
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Significatio linea» 
rum horizontalium 
et verticaliummoz 
explicabitur. 



4) (^uod ad ordinem ottlnett ex quo complexiones cuiusuis fummaf , fecundumre* 
gulam (() inuentae, inter fe progrediuntur : huius ordinis indoles brepiter ac apte omni- 
no exprimitur, dum Is vocatur lexicographicus. Quodfi nimirum fingamus, complexio- 
neSf tanquam aggregata literarum , vocabuiorum vim habere, tum haec quajl verba (t) 
in lexico iftiusmodi linguae fiSae HvoWi oviloe ihi inuicem fuccedent, quo iiftae cornple- 
xiones ad regulam (i) difpofitae progrediuntur: i. e. complexioni priori vel pofteriori 
refpondebit etiam verbum in lexico praecedens vel fabrequens. Quem confenfum fic de« 
monftrare licet, Supponamus^ ordinem talem alphabeticum pro complexionibus fummae 

Mm a n — i 

(t) clArckiv IL p. i6tf. 
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11 — I obtinere, ttim praemittendo lis elementum i fiue a, pro complexionibas f»tnmae 
n inde derinatis (ex r, b, ») ifte ordo adbuc reruabitur; nec idem turbabitur, permutan- 
do in complexionibus fummae n — i elementum primum cuni proxime roaiori , pro com- 
plexionibus ceteris fummaen (ex i, b, j3), quas ipfas quippe ab elemento a liberas priori- 
bus cam a incipientibns loco poflerior^s efle debere. manifeflrum efl. Cnrti jgitur con- 
clufio a funima n — i ad fummam n valeat, facile apparet, pro omnibus fummis comple- 
xiones fecundum ordinem alphabeticum fcu lexicographicum progredi. 

5) Earundem complexionum ordinemalia infuper ratione arithmetica confiderare 
licet, dum abftrahatur a lexlcis et verbis y atque refpiciatur ad numeros atque fyjlefnata 
nunterorumf verum non tantum fyftema noftrum decadicum, fed etiam, vti fupra § XVII. 
69 fyftematft altiora , plnres figuras numerosue fimplices bab^tia. Concipiatur nimi- 
ram^ fingularum complexionum elementanumerica^ tanquam cifras fcu figuras alicuius 
fyftematis» referre fraftiones ex lege huius fyftematiSy quales in noftro fyftemate vocan- 
tnr decimales f notanturque praemlttendo iiguris zero cum commate: tum ex ordine lite- 
rarum transeundo ad ordinem numerorum , fponte npparet , fraSiones minores praecede- 
re, maiores fequi, feu iilas refponderecomplexionibus loco prioribus, has pofterioribus. 
Cum igitur in dxfpoCitione fecundum Qajfes, quam Solutio prima (A) oftendit, comple- 
xiones vti numeri integri crefcentes procedant, (non tantum quamuis clafiemt quippe rite 
ordinatam, feorfim confiderando, verum etiam ad claflium inter fe progreflum refpicien- 
do) : in drfpofitione altera texicographica complexiones vti numeri fraSi ex tege aticuius 
fyftematis ixi) , itidem crefcentes , progrediuntun 

Hinc itaqne confenfus et nexus memorabilis inter difpofitionem fecundum clafiTes, et 
lexicographicam patet. Porro in illa difpofitione (A), compfexiones cuiusuis c'aflis inter 
fe ordinem etiam lexicographicum feruant: quaeuis enim clafi[is rite ordinata fimul eft 
lexicographice difpofita/ Exaltera parte, in difpofitione lexicographica colligendo com^ 
plexiones einsdem clafiis (fiue elementorum multitudinis), deorfum eundo, clafles appa* 
rent rite ordlnatae, quod quidem ipfe ordo lexicographicus fecum fert. Sicque ab ordine 
tlphabctico ftdtim atque fponce tranfitus patet ad ordinem clafidum (v). 

6) Modum fi)haftenus expofitum ac illuftratum, inueBiendi atque exhlbendi com- 
plexiones fummae datae, appellat hindenbvrgivs Inuolutionem texicograpkicam : 
Inuolutionem quidem ideo, quoniam in complexionibus iftis fummae datae fimul compie- 
xiones fummarum omnium praecedentium ita inuotutaefuntf vt hae per angulos fiue iineas 
verticales et borizontales (in exemplo nr. 2. adpofitas) ex illis fepararifeu refecari qneant: 
cum contra complexiones fummarum maioruni.vel fequentium definire liceati inuolutio» 
nem vel figuram iam defcriptam extendendo tantum in latum ac profundum (\v\ 

Quan- 

{u) ^ Siffttms • Bi fiche ex determinaHone germaitica Kudenbuigii (^A$'ckiv U. p. i56. not. •). 
(v) Polifft, LehrJ. p. 198. %, 60. 
(w) Archxv L 13» 
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QuaDqnam haec folutio per inu<51utibnem dependens efle videatur, quippe ad fum- 
mas praecedences recurrendum eft: eadem tamen independenti (x) omnino aequiparaturi 
quoniam complexiones quaefitae pro quauis fumma ita obtinentnr, vt nihil fuperftui (it ad« 
mixtum, i., e. nihil fcribatur» quod mediatum duntaxat ac praeparatorium vfum haberet, 
nec ad ;em ipfam quaefitam proximeatque eflentialiter pertineret. In quo cotiliftit virtus 
fingularis ac propria Inuolutionum. : 

7) Modus in folutione prima(^A) expofitns, inueniendi complexiones fummae cnios- 
quamn» ab hindenbvrgio itideai tkdpelhtnr imioluHo^ et qMidera initolutio clajfmmf 
Hue fecundum ctajfes difpofita. Ratio hulus denominationis ex obferultione fupra (A» 
4.) commemorata apparet: quippe reuera complexiones fummae n inuoluunt fimul com- 
plexiones fummarum omnium minorum* Cum vero complexionibus fummarum huius* 
modi mlnorum per lineas verticales feparatis admixtae &ntfuperfluae fiue inutiles (eae ni- 
mirum omnes, quae a finiftra non praecedit elementum i): cum porro ad complexiones 
fummarum maiorum non fic progredi llceat, vt ex lege conftante nouos tantumtermiBO^ 
adiicerey vel inuolutionem extendere opus fit; quae inquam cum itafint, difpofitioni fe- 
cundum clafles forma inuolutoria adfcribi nequit fenfu (o ftriAiori» quo difpofitio lexico* 
graphica vocatur Inuolutlo (6). Quare illa difpofitlo habenda faltcm videtur pro iuuolu- 
tlone imperfeSa (y). 

^ 8)Qao 

(x) Formulae dtpgndeni^s fiue neumHtts ab independefitibus eo difTemnt, quod illae qnantitatem 
quaefitam , quae ceu terminus feriei alicuius connderatur , per huius feriei terminos antecedentes 
exprimant: independentes contra eandem immediate exhil^eant, quarum igitur forrr.ularum a»i* 
xilio quemuis feriei terminum feodim extra ordinem a/ngnarelicet» cum in formulis alterius ge« 
neris recurfu ad terminos priores opus fit, et (ioguli termini fuccefDue tantum, fuo quiuis ordi« 

* ne, prodeant, fic quidem,.vt dum quaeritur certus terminus, definiendi prius fint alii, quos 

ipfos noffe forte non , faltem nuuc non , intereft. Hoc igitar fenfu et refpe£tu formulae dependen- 

tes feu recurrentes non imroediate , fed per ambages atque operationes fuperfluas ad finem perdn* 

cunt: illae autem foraiutae, quae uil fuperQuiadmixtum habeot; vel iodepeudentes funty vel 

^ bis aequipolleot. 

^y) Inuolutiones fecundom clafles efTe impirftUas » id monoit etiam cenfor libi i de tktoremate pot^ne^ 
iw/ii/i in -Ephemeridibus literariis lenenfibus C^//^m«/iir Uteratur ^ Ze^Umg^ 1796^ Nr. 38l-)> vir 
profefto Analyfeos combinatoriae infigniter peritus, Verum de argumento, quod iile profert, 
equidem paulio aiiter fentio; Etenim anguU ( IVinkelhaken) ad conflituendam ac oftendendam for- 
tnam inoolutoriam haod necefTario requiri videntur. In iis quidem difpofitionibus, quas Hinden^ 
hurgiMs inuolutionibus perfe£liflimis adnumerat (J*ot^n. Lthrf. p. 202. 204. cf. iufra §. XX. XXI.), 
inuolutiones inferiores feparautor, ducendo tar.tum lineas horizontales. louolutionis imperlW^^ae 
exemplum aliud deiuceps occurret* Ceteruoi ciim vix modnm aptum concipere liceat, comple* 
xiones omnes fummae cuiusquam exhibendi, qui uon oflendat fimul vel ioooluat, ex parte faU 
tem, coftplexioiies fommarom minorom: haud incongruom videtur, vocabulo, praeter feufum 
(triAiorem , latiorem etlam concedere , fic qoidem vt Inuolttiio fommae n fet^fu Uuiori denotet Jgm 
gregaium omnium compUxiontun rite ordinatarum kuius fuminat^ qoocunque demom modo eae com* 
pl«xione« itot di%o(ttae« Jnmotutionis cootra fenfu firiUM doplex jnaxime virtua eii: 1) quod 

cxinde 



ziz 
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8) Qao rite inuicem difcernanhir inuolutiones fecunduai clafles, ac inuolutiones 
lexicograpbice difpofitae^ ilias litera I, has charadere J denotat hindenbvx^givs. 
Eftigitur 

(I a 5 4 • • •N 
a, b, c, d> « • ./ 

vbi literae A, B, C, • . • N fignificant clafles imatn, adam, , .'. ntam ; porro 

«««]=' *°A+ "'B4- ^°C...+ "N+ "N. 

vbi literis A» B» C» • • • exprimuntur diuerfi ordines inuolutionis lexicographicae, 
dum nimirum complexiones incipientes elementis i vela; a velb; 3 vel c; . . . refe- 
runtur ad ordinem primum a; alterum b; tertium<:; • • • (z)» Litera ]\ denotat ordi* 

n ii+i 

nem n^um^ iiterae ]V et fi^vi exponentium diftantiae n et n-f-i, ordines (n-|-n)tam 
= antnm, et (n-[-n -{-I )*"*"— (anr|-i)tum. 

In formula pro 1 literae A* B, C, • • • a pritna vsque ad ntam omnes adfant; in for- 

mulis autem binis pro J et ^*" J occurrit lacuna inter literas penultimam et vlti- 
mam» quae haud difficolter explicatur » quippe maoifeftum eft, in inuolatiohe lexi« 
cographica fnmmae ^ n vel 2 n -}- 1 , ex ordine nto vnam tantum adefle complexionem 
duorum elementorumf hancque fequi complexionem vnam monadlcam ex ordine anto yel 

an + ^^* W* 

exinde tnaolationex fummarum minorum Uneis ita feparare llceat, vt figurae refeftjie nil fuperfliti 
admixtum fit, nec eriam quicquam deiiciat; deinde 3) quod ad fummam proxime maioreni prc* 
. greffiis (ic pateat» vt partes omnes iam paratae immediate iint vtiles, iisque ex legc eondanti no- 
uas tantum adiicere , fiue figurdra fupplemento extendere opus fit. Quoad primnm requtfttum, 
rcregreffum ad fummas minores, inuoiutlo claflium iaborat extejfu^ inuolntio autem lexicogra- 
phica innerra BOscovicIiiana ($• XXIV.) defeiiu. 

(2) cf. J9rcki9 IV. p. 397. 

^ De infigni compendto , quod praebent formae inuolutoriae , diftinftius loquitur Hindenhurgius pri- 
mum in colle£bione iufcripta: LHpzfger J^lagazin zur Naturktmde^ Maihemaiik uud Oetonomie, 
herausgegeben von C. B* Funkf N, G. Leske und C, F, Hindenburgt ifahrg. i/St. p. 461. Sfakrg. 
X7S^* p. 440. cF. Leipziger Afagazin/ur reine und augewoHdtt Matkematik, kerausgeg. v, L Ber» 
nQulli u. C, F, ifindenbmg , Sokrg, 1?86, p. 3*3. "ot. x. 

« Inuolutio imperfefla cladium (7) breuiter iam defcripta extat in eins Tra(^atd de Infimt. LigmU 

etc. p. 79. ; atque difpofitio figurata haud aUimilis occurrit in eiusdem libro : Be/tkreibung einer 
ganz neuen Art , nack einem bekannten Gefeize fortgeKende ZahUn durch Abzdhlen oder Abmo^en 
bequem uudfitkor tu^fixdeUf Leipz. r;7#. p, 97. 99. fq» Idim deiDceps ampiius pertraftauit ar- 

gumen- 
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C) Solutio tertia. 

Clailis cuiosuis cotnplexionum datae fummaey extra ordlnem»' inuentio. 

t) Quodfi non omnes complexiones datae fummae, fed tantum complexiones certae 
cuiaspiam claflis deilderantur , tum f<J|henti modo procedendum eft (b) : 

a) Elementum maximum (c)^ quod claffis pro data fumma admittit^ primum poni* 
tur; huic praemittitur elementum i: ex hac binione ordinis i biniones reliquorum or- 
dinum deriuantur, permutando fucceiliue primum'elementum' alicuius binionis cum pro* 
xime maiori , alterum cum proxime minori » vsque dum duo elementa vel proxime vtl 
omnino) aequalia prodeant. 

b) Ex hisce binionibus terniones , ex ternionibus quaterniones^ porro clalTes altio* 
res fammarum crefcentium , et iic tandem complexiones claflis quaefitae pro fumma data 
obtinentur^ obferuando hanc r^gi^/Af!» : 

m) Singulis complexionibus claifis modo inuentae praemittitar elementum i fiueaf 
iicqae obtinetur noaae clailis ordo x. 

P) Ex 

'gamentpm de innolutionibus in Arrhivi mathem, fafe, I, XUeher eomhiHatofifchi iHvotutionen uAd 
Evotutionen^ uud ikren Einflufs auf die coinbiMaiorifehe Anal^uky pag. 13*46.), n«c non in fafci* 
calis fequenttbus, vbi in primis applicatio inuolutionum ad fraftiones continuas, nec non ad for* 
silulas Moivrei et Boseovichii pro polynomii poteftatibus vberrime expofita efL 

i^nalogon formae inuolutoriae , licet imperfefle expneflae , reperitur apud Leibnitium (in Arte 
Combinatoria , Franeo/, i6go. 4. p. 58.) 1 ^*^* >" exhibendis permutationum fingulis fpeciebus. 
(vt propriis ipfius verbis vtar) , quafi timitibus (expreifis per lineas verticales et hprizontales) di* 
Jtinguit variationes exponentis anfeeedentis ab iis quas fuperaddii Jequens, 

Aliud cxemplum , in quo Leibnitius figura inuolutionibiis fimiii , diuerfo autem confilio , vfus 
e/t, comraemoratur 9b Hii.ienburgio {Arehiv II. p.245. not. **» cf, Leibnit. opp^ T. II. p. 392. 35S.X 

CettxvLxti 91L eUfpofttionibus Jiguratis Analyfin vberiores adhuc fruftus, ac hafttnus quidem ea 
exinde percepit , capere poffe , vix dubium eil» Praeter innolationes fpecimen fatis notum altua 
generis oSerV Faraltetogrammum Neutonianum. Quod ipfas inuolutionts attinet, cum hucusque 
prolatae ^mt planae, quae in longum et latum extenduntnr, mente concipi po/Tant etiam inuola- 
tionesy0/iV«r, fiue trium dimen^onum: fic vt partcs ad certum finem coniungendae fitae fint omnes 
in plani alicuius vel horizontalis vel verticalis vei diagonalis interfeftione , fiue eae etiam folidum 
tali plano teriiunatum compleant. Meminifi*e hic iuuat funfkionum plurium variabilium, atque ta* 
l)ularum illis computandis inreruientium. Forro etiam fiagulae partes alicuius ionolutionis rurfus 
tanquam inuolutiones confiderari poirunt. 

(b) Fot^, Lehrf, p. 188. J- 51- 

(c) Pro claffi k** fflmmae n cft elementum maximnm r=:n — (k— i)r=n— — k + i» I>oc igitor 
arittunetiee defiriiendum efi» eoque refpefbu folutto non omnino pure rombinatoria , fed mixta eflc 
videtur. Quomodo pro definita feu limitata ferie elementorum i> s, 3f • . • n , vbi m *<[ n •— k-{- '« 

daflisk ^^ fiimmae n complexiones eruendae fint, oflendit Toepferus (p. 83-86.). cf. Jae. Ber» 
poulti Ars eonie£iandi p. 21 ; Nou. ComMemt. Petrop, T* XIV; L. Euler de partitioue numerorum 
iupartes tam mtmero qutim fpeeie datas^ p. i68-x87; Mndenburg L^t, Digit^ p. (6, 87* 



^74 



TRACTATVS OE REVERSIONE SERIERVM, 



j3) Ex ordinc i prodit ordo a fiue b, ex hoc ordo 3 fioe c, et fic pcrro, dum ia 
118 complexionibus crdinis praecedencis » quae elementa duo priora fiaiolque pofteriora 
dluerfa habent^ elementum primum cum proxime minori permutatun 

2) Exempti gratia Clailis quinta fummae ||[, <'£| fecundam himc regulam fia 
reperitnr: 
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3) Peduftiohictraditaexhibetfimul?«fro/ir/ia«im: quaeuis nimlrum claflis iftuoloit 
claffes praecedentes prb fummis continue decrefccntibus; quae forma inuolutoria in ex- 
emplo (a) per angulos expreffa eft. 

' . 4) 






* ' t ' ' . 

SIVB D£ RESOLVTIOVK AEQVilTIOinrM PER. 8ERIES. . ^ 2?$ 

4^ CompUx-ones riteordinataeproievint, qtscnram ipfa regula (l) prohibet» qno- 
tninus vnquam elementum maius praecMat. ^ Porro ipfae ctajfes rite ordinatae funt: ~fi 
enimf claflls inuoluta proxime praecedens rite eft ordtnata, tum Idem etiam loeam habeblt 
quoadcomplexiones ordinifi I claifis fequent^s, ind^que etiam quoad ceteras complexiones, ^ 
quarum vnusquisque ordo ex praecedente ordine deriuatur. ^ 



^ 



5) Alia reguta magis arithmeticH^&ue mixta^ quamu)^ claiTem extra ordinem inuc- 
Biendi, haec eft (e) : ^ * . ' ^ 

q) Initium iit a i;omp1exlone fimpliciillma ; quae ceterarum tanquam numerorum «ft 
minima, quaeque tot conftat vnitatibus, demta vna« quot claflis habet partes, quibua 
deinceps vnitatibns adiicltur fummae praefcriptae complementum. 

» 

b) Ex hac complexlone nuQC fecundami ex fecunda tertiam, porro ex quai^s pro« 
xime fequentem fic definire licet :^ . , ^ 

a) Quoties elementa ^o.pofter)oraaIicuIn8^oomple^!onis non fintVel plane vel 
proxime aequalia, tunc ad obtinendam fequentem elementum penultimqm vnitate augetur^ 
poftremum mihuitun ' 

j3) Contra fi acctdat, ad elementa illius complexionis praecedentia proffredi oportet, 
donec ad elementum perueuiatur , quodabvltimo magis quani vnitate difierat» tumque 
iilad vnitate augetur » auAo aequalia ad dextram adiiciuntur (elementis ad finiftram ma« 
iientibus iisdem)^ poftremo autem loco ponitur fummae complementum. ^i ifte j[>roceiru8 
non «mplius locum habeat » tunf clailis eft completa (f). Regulae huic illuftrandae in- 
feruit praecedens exemplum (a): illa nimirum complexiones easdem eodem ordine produ* 
cit^ ac regula prior (xj, i. e« complexiones et clafTes rite ordinatas. 

* 6) HancTegulnm arithmeticam fub forma paullo aliter exprella exhlbuilf KiXDSif* 
B V RGi vs Qg)f, qjuae huc fere redit: 

' • , • • Ex 

(e) Toepfer p. So* ^t^ S 

•^N ^, . . ^ - « tt ' ni N 

(^t) Sit cotpplexio aliqua praece|^eDs baec; • • . s -— r, s«— ^ » '*^f » '"^f » • • • '«^p ySf 

vbi ^ 9 ^ • f » • • • f lUDt zn o yel rb: < » r aurem ^ I ^ tun^ complexio ptoxime fequens 
erit: . . . s — r+i, s— r+i, s— r-l-i, s — r-|^i, . . . s — r+i, «+x. Quo fiim- 

ma elementorum eadem maneat, elTe debel x =:="—£ '~~f "^f • * * *^f -|»n(r«— .i)— -f, 
hinc pro ilsdem n et r valor rSi x mlnimus eft =r!— n+n (r— i)— i — n (r-— s) — — i rz: 
= — - r+i +(n-|-ij(i;— 2), i. e. femper maior valore — r+i, yei hulc aequalis pro 
r =r 3. Quare complemenmm fummae, s+ x» femper maius eft eiemento praecedentl, tf-^r+ r, 
veLbaic aequale pro r= a. Ha?e quidem ad regulam iUoftrandam atqnecomprobandaa atferre^ 
haud fnperflnum mihi videbatur. 
. <E> ^fi»^* i^'** p. ^o. 8i. 

Nn 
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276 TRACTATV8 DB SEX^RSIOME SERIERyM, . 

Ex prima complexione derioantur proximaej variando, qaoadiicet, elementa bint 
poftreoa (g, b, »)-, tum elementum a fine tertium(i) vniiate augetur, aufto aequalc (2) 
adiicitur, ac vldmo loco complementum fummae. £x hac complexione rurfua proximae 
deriuantur» variando elementa duo poftrema; porro elementum tertium rurfus vnitate 
augetur, et prior proceffus reiteratur; idemque continuatur,donecquartum eleQ)entum(i) . 
vnitateaugere opusiit, cui rurfus aequalia (a^^adiiciuntur, acinfine complementum. Ex 
hac complexione rurfus nouae deducuntur^ augendo fuct:efliue fecundum et tertium ele- 
mentum; taudem Ipfum ^uartum iterum augendum eft. Sic ad praececl^tia elementa 
progrelTus fit, ex lege vniformi bac, vtelemento cuiiibetf poftquam vnltate auftum fue- 
rity adijcciantur aequailaf (ad dextram, ad finiftram nil mutando), ac in fine complemen» 
tum fummae^ quod elementb praecedenti nunquam. minus tffe debet; vnde quoties ele* 
mentum quodpiam vltimo vei omnino vel proxime aequ^Ie eft , illud non amplius augen- 
dum f fed ad elementum praecedcns progrediendum. > , 

Corotldtrium r. 

1 • • • * 

' Refolutio clal&s. finguTaris altioris ini furomam claflium plurium inferiofum/ 

§. ^IX. i) Claffis quaeHbef fingularis €X§. XVIH. C. exhibita, ad alian) Ibrmam 
eamque magt^ compendiofam reuocari poteft, adhibenda pro elemento primo a expo^entis 
repefitionU (h) , i.[e. per nnmeros huic Iiterae exponentium inftar adfcriptos indicandoi 
quoties ea in aliqua complexione fit repetica. Sic pro exemplo fuperiori (^. XVIII. C. d*) 
habetur: 

- '^E = a*l 

(I» a» 3» • • -N «M^J^» c^ ^^9 ^K> ^O 
a, bf c, . • .J a*(bbi, bch, bd-g, bef, ccg, cdf, cce, dde) • 

a^^bbbfa» bbcg> bbdf» bccf» bcde, bddd, ccce, c^cdd) 

a® bbbbg. , • • 

dum fpatii contrahendi caufialcomplexiones, cum quibus fihgulis elementum a aliquoties 

repetitiiin coniungi debet » in lineis horizontalibus fuo ordine collocentur. Hae com- 

plexiones in eadem linea horizontali aequalemuiumerum elementorumyelindemque fum« 

9iam babent: ita quidem, vt deorfum eundo tam numerus i^e quam fumma haecfuccefllue 

vnitate crefcant, quippe ille eft numeri dementorum clafiis fiue exponentis clajfts ad mul- 

titudioem T^y a complementum , hnec autem complementum funimae integraeClafi[is ad^ 

exponentem repetitionis tS a. Quare in lineis horizonialibus, primay^fecunda» tertia, 

^uarta^ quinta» occurrunt vnio, binlones^ terniones, quaterniones » quinio^ fumma- 

ruia 

(b) eMjfoHfnies r^pftUiofiis dJfcerilunmr ab exponentibuj poufitUumj in conibhiatioDibtis nimirnm pliir» , 
elementa r:;=:a tantuni iuxta fe inaicem po/ita, hand neceflarip per mnliiplicationem coniuticla iii- 
^elHgtiDtm* i^Fot^H. LekrJ. p. 199. $. 53.). Signum ^ tnnuit, iu €ompi«xione i^i^uA deficere 
tkmeutum a. , - 



-v>. 
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mm II, t,2f 13, 14, 15: *jm hae complexiones ei eletcentis datis"ita fot*niefituf, vt 

excludatur primum elementum a^ quippe quod lam feparatum ac fu^lorU inftar commiiDis 

pi^emilTum eft'. . . , . / 

^ .. ■ .' 

£x modo diftis fponte fcquitur haec formula geniraiispro refolutione claffis ntae 

fummae n-|-r (i): 

(I a. . 3 4 . . .X ya^ 3 4 . . .V ^ ^ ^^^ 

a, b, c, d,. . ./ vb,'c, d, * . .J -|- a . "*" M -f- • • • 

v)>i complexiones ad dextram partem aequationis ab elemento a liberae accipiendae funt; 

•*» ' * 

quare foppolitusef^index^!' ^^ j * 'V ^^9 u^^^oitur, feriem elementorum prima^ 

t^ntum elementotruncatam efle, i. e. flngola elementa eosdem exponentes fiue comitea 
numericos feruaroy ac in claife primitiua, pcimura- tantum elementum a combinationibus 
excludi. ' ■ ♦ ^ 

a^ £x hac formula faeile deriuatur alia refolutio fimpiicior vtiliorque claflis altioris 
in aggregatum plurium inferiori^m. Quodii nimirum id dextram partem aequationis (i) 

numeri elementis b, c, d, . • . refpondeDtes finguli vnitate minuantur>, ilue index^ 

< < - ■ ». ' ■ 

(3 4 • • •'\ mntetur in indicem^- j * i; tum fummae pro^vnione, binio- 
b, c, d, . . .y \ b» ^ d, . . .y '^ _ ' 

nibus, ternionibus^ • • • complexionibus cuiusuis nitae claifis, minuuntut vnitatibus,^ 

* 

vna, duabus, tribus, • • • m, fiue ^ M abit in M, qutppe quoduis elementorum. 
m mihnendo vnitate, fumma eorum perdit m vnitates (k). Hinc manifeftum eft,^ loco 
fiinHMruni crefcentlutQ in complexionibtis forhiulae prioris (i) prodire fummas iouicem 
acqaales, can^s=z:r; fidquehaec obtinetur /armwia r^/b/ff^dfta: 

^ + °N L' a^-^^^A+a^^-^^/B + a^-S 'C + . . .+ a^""^ ^M 

(I a 3 4 • • 'N ^ ^i i 3 ...\ . 

a, b, c, d, . . .y V b^ c, d, . . . / ' • ^ ■ * * * •, 

vbi aggregatum claifium continuandum eft, donec fiat m = ti vel z=i^» i* e. vsque dum 

(i) Fo/yif. Leh/, p. 219! §: ^6. * 

(k) Haee transmuutio fuppeditat tianc aequaUoaem : ^ 

'■+"»w = r,_ * ' r+2fn— sr r 

^. - M M ^ M — M 

{!: ^ t •") (l * ' •*•) Simauer eft: /5 4 5 • • -V /« « 3 • • •>. 
Vb, e» d, . ../ Vb, c, d, .. ./' Vc d, e, .; ./ Vc, d, e, . . ./• 

et fic porro, ftatuendo exponentes fnmmM a dej^tra parts aequatioaia fncctfliiif — r4-3tn, 
r + 4>D, r+5«u» ... 

Ntt a 
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a7S TRA€TATVS VB BEVKASIOKE SftRnCRVM, 

pernentuA fuerit ad a N vel ad a R, proutl fuerit r>n vel<n. Sic exemplt 

gratiaeft : ' , ', 

'*E = a* ioA-fa» ^fB + a» '«C-fa» «"D-f-a" »°E; 

fi a 3 4 1 fi a 3 4'. . .] 

(a, b, c, d, . . vj Ib, c, d, e) ..",.] ' - ' , 

»E =^ a* ♦A-|-a» *B -f a*. *C -f a* *D. 

3) Haud faperfluuni videtur, ^xformula refolutoria modo inuenta(a) alias infuper 

easque fati^ concinne expreflas deriuare. Eft nimirum A -|-> B -|-. C-f*'. .« ■{- ^ — 

r ' r 

' Ii denotante I fummae r inuolutionem fecundum clafles difpofitam (.$• XVIU. B^ 8»)# 

Hinc ex formula (2) , pro r < n vel c= n / fponte fequitur haec : 

X J^ + D*T ' n— ♦ r-. 

ay ^ N z= a .1 

I 3 3 • • •! fi 3 3 • • -1 ' ' . , > 

a, b, c, • • • J l b^ c, dy • • • J 

dum afteriscof vari! valores nunierici^tribuanturprofingulis diuerfis clafllbuSy quibus con* 

ftat inuoluttb, ita quidem vt ille femper fit aequalis exponenti claflis, fiue -^— r, a, 3^ 

• . . -r , pro claflibus , prima, fecunda, tertia, • . • rta(i). Quod fi fuerit r>n^ tum 

eandem formulam /ub aliqua reftriftione adfaiber^ Ilcet, dummodo dimirum.Hotetui*» ex- 

ponentem repetitionis t3 a non pofie fierinegatiaum^ fiue afi:erisci valorem non maferem 

. r • ' 

quam n , hincque per ipfam rei naturam excludi Inuolutionis I complexibnes claflTiuni n^ 

altiorum. ^ ' r- - 

Cum fit I ^ J , (quippe vtraque inuolutio, tam quae fetundam clafiTes quam quat 
lexicographice ei^ difppfita , conftat aggregaCo. omninm complexionum rite ordinattnim 
iummae n), in locum formulae praecedentis ha€c etiam fubftltui poteft : . 

[l 2 3 • • •], fi a 3 • • •) 

la, b, c, • . ,J ' Ib, c^ d, . • .J 

vbi iam afterisci valor numericus femper aequalis fumendus eft numero literarum vel ele- 

mentorum in quauis complexione iuuolutionis lexicographicae occurrentium. Hint fponte 

appar^, fecundum hanc formulam complexiones fingul^k clafiTis ^ N allo inter fe brdine 

* 

(1) Manifeftam eft, a^*"^ hoc loco baud acciplendanf efie cen Vftum fafboretn, in t dacendom; 
is potitu exponens npraefentcU ptures diuerfosqui faUoreSf pturibus partihus aggregati per 

I expreifi refpondentes. Hoc fenfa faflorci t^eriscis ioArafti paflim ab Hiudenburgio ccmipode 
adhibentiir. {s^Poips. Lekrf p.a^$) . * 



» H 



r- ' • •, - 

.1 ■ ,- ^ ■ V - 

SXVE t>E REiSaLVTIONE^AEQVATlbNrM ]>£R SRltll^» ^79 

k / I '■ -' / 

progredi, quam ex formuU priorefa), quae ClaiTemrite ofdinatatttprAebet: nec pro illa 
(b) expone;ites t2 a fucceifiue VBitatLhus decrefcere> vti pro hac (a). ^ 

Debbtando pe;^ [C] aggregatom ^omDi^itxi complexionum rite ordina^taram fummae v 
»5 quocuaqueordine eaeint^r^e procedant (m), formulas (a) et (b) fub hac communi « 
c6mprehendere litet : " ^ 

fi 1 3 . . .1 fi a 3 . . -1 

(a, )>, c, . . ^J (b, c, d, . . .J vl>i aftetiscl vtlornutttericvs ^omlN 

tltudini elemetitoram iD qnauis, complexioae {amendus eft. 

4) Abeuratiu^ cohfiderando inuolutlonem » quam quaeuis clajQis (nta) fecundum (^. 
XVIlt. C.) exhibita fiAit, appafrebit» talem cUfiQm in duas partea refolul pofTe: quarum 
prior obtinetur, complexlotolbus finguUs claffis praecedentis (n^— «itae) et iummae proxi* \ 
me minoris (n-|-r — i), praemittendo elementum i feu ,a; complexiones vero ab a libe- 
ras^ quibus altera pars claffis ifiius conftat, deriuare licet ex coinplexionibus ctaffis eiu^* 
dem (ntae) pro fumma proxime minori (n-|-r — i), dum haruin elem^nta prima, quae 
quidem a fecundis diuerfa Ibnt / cum prqxime maiorlbus permutantur. Eadem haec re- 
folutio fequitur ex lege fupra (§. XVIIL C.) obferuata, qua a6 inuolutione fummae cu- 
iuspiam prapcedentis 'ad inuolutionem fummae fequeptis progreflus fit: quae lex n^ceffa- 
rio etiam, prb flngulis^^harum bioarum inuolutionum claffibus feiuniEtim' confideratis obti- . 
nere debet* 

Idem y quin ad prius dmpnftrata returrendim fit , fic facile oflenditur. Suppon!^ * 
tur nimirum, binas clafTes^ ex quibus clalfis quaiefita componitur, in <]uasue haec refoU 
nitur / efi!e completas. lam fi pro hac cl^fTe^ rite fada compofitioney deficeret aliqua^ 
compiexio r; s^ • • » x, tum pr6 r= i deficere deberet clafium illarum prioris complexio 
s^ • • • X, 'pro r>> I autem claflium' illarum alterius comptexio r^z» s» • * • x, qnod efl 
contra hypothefin. 'Manifeftnm porro eft, xlafrem compofitam cnm foia complexionibnt. 
rite ordinatam prodire , fi clafles componente^ ita fint ordinatae* . ^ 



t 



Quaeuis igitur claffis mta fiunmae ^ fit^e ^M componitur ex claffibns ^ . M et 

p~i — « , 

^ M, (denptante M^clafTem m — itam, vi (n) exponentii diftantiae '-^ i) y et quidem 

ex illiua complexioiiibus ^ngulis^dum iis praemittitur eiementpm i, ex huius autem 
claffis complexionibus iis tantum » quarum dementum primum a fecundo diuecfum €% 
dum iliud cum proxime iftaiori permntetur, Quae obferuatio in fequentibns vtilia erit. 

Corolr 

(m) de Signo "[C] cf. ^rchh IV. p. 41?; Pofym. Likt/. p. 76$. 

(o) da expoMtniibus eUflmttieu eonupque viu commodo ad defignandos feriei alicuiaa ItnnlDOSi ptr 
corum difbotistm rtlatiuam ab alio tenniao » cf. No», S^, 9nm. p. XXVU i<i^ 
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ZiO TRACTATVS DE XtCVEHSrONB SERIEKVM, ' . 

- Corohlarlum a. 
Inuolutio fommae indeterminatae tif {ermto ordine ctafflum»> 

m 

§. XX. x) AdhibeaQtnr pro inuolutione lexicographica (cuins legem et formaffi 
fupra §. XVIIL B. defcripfimus) exponentes repetitionis elementi primi' a , ficque hoc 
elementum a fingulis complexionibus feparetur: tum fponte prodit haec aequatio.pro ^in« 
uolutione lexicographica fummae cuiusquam iodeterminatae n (o): 

°J = a^~V+a'^-^^J+a^-3,j+,n-4,j^^^.^^n-ecJ 

la,b, c, d;..4 '^ ib,c,d, ...j T-----r» j-t-* J 

vbi pro finiftra parte aequationi^ index prior, poftedoj: pro dextra valet V^itaa huius 
aequationis manifefta eft, quin ad prius (§. XVIII. B.) ojlenfa recurrere ofusfit. iCon- 
fiat nimicum, -in inuolutione lexicographica complexiones progredi fecundum exponentes 
.elementi a fuccefiiue vnitatibus decrefcentes, idque elementum n — ^ies repetitum con<- 
iungi debere cum fingulis eompiexionibus reliquorum elementprum fiue ab a Jiberis, qnae 
fnmmam=3g, numeri exponentis n — ^ ad fummam inuplutionis =:n complementumi 
conficiunt, quaeque et ipfae lexicographice funt difpofitae> qnarumigitu/ aggregatum per 

^J pro indice u 1 ' * | «primendum eft. 

a) Cum fit ^J :z= ^I , quippe vtraque inuolutio compleftitur omnes et fingulas com- 
plexi^nesrite ordinatas fnpimae^, ponere licebit: ' . ' ' 

«J = «a + «b4.«c + €d4-... 

quod qnidem aggregatum claffium pro iadice k ^ ^ ' * * ( continuandum eft vsque ad 

- \Pf c, a, • . «J 

daffem Xtatn, exiftente X— — ^ vel = ^— ^, prouti g fuerit numerus par vel impar: 

quoniam elementorum 2, 3, 4, • . • plura quam X coniunetim praebent fummam nudorem 
quam ^* Hinc in formula (i) repetitiofles r? a cum exponentibus decrefcentibus in fe« 
rie deorfum fcribendo^ iuxtaque in iineis borizontaiibos clafies cum iilis poniungendas coI« 
locando ^ haec obtinetur aequatio : ^ 



'j= 



Co) Pol^. Lehrf. p. s 1 9. (. 94. 



"J = °I = 

fi a 3 4 ...] , ^n 
[», b, c, d, . . ,J ' 

+ n 
a 

+« 

-|-a 

' + 
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n — I 



^a 



n< 
n 

» 

n- 



a 



a 



a 

A 
3»A _ , 

♦( *A+ *B) 
5( »A 4- *B) 

^( •A+ «B-f^ '0 4- «D) 
S^( 'A-l- »B-J- »C-f- »D) 



n__io 



-f a --"(''*A4- «"B-f *°C-|- »oD-f '*»£) 



n.ix 



4- «""-"('» A-|-"B-f-"C-f VD+ "E) 




^■^"--'('A-f '"B-f ■'C-l -t- '!«+...) 

"T" • • • • • • ^ |i 

- 4.a*(»A4."B--t-°C4-°0+ . . ..'. . 
[a 3 4 • '' A 
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3) Quoclarias intelligatnr, fecnndum qaam legem clafles in lineis horizontalibns 
ex fe innicem deriuari ac pro lubitn contianari qpeant, conuenit indicem .L j^ * ^ * 1 

eodem modo ac §pho praecedente, in hnnc mntare: l. ' ^ * * '1 ; Quo fafto quaeuis 



m 



clailis M abit in M (§• XIX. 2.). £xpreffio pro I (2) hunc in modum transfor* 

mata difponatur fecundum figuram adfcriptam : . 
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n — 1 
a 


' a 








J 


. 


n — 2 

a 


*A 

♦a 

^A 
«A 

'A 
•A 




n — 3 
a * 


,n^4 


»B 
»B 
*B 
»B 
«8 
'B 
«B 


• 


n— 5 

a 

1 


n-- 6 
• a-. 


♦c 

^C 

«c 

vc 
«c 


^ 


^n-7 


n — 8 

a 


*D 
'D 
«D 

• 

'D 


1 


n — 9 

a 


n— lo 
a j 


»E 




n— - 13» 

a 


wMBSSti 


etc. etc. 


p 2 3 4 5 6 . . ^ \ 
^B , -c, d, e, 1» g» • • ••^ 
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ita quidem , vt dafles cum iisdem repetitionibas rS a fingulatim coniangendae inter lineas 
horizontales xonisf ci^iTes antem homonym^ inter Iinea$ verticales cotumnis contineantur 
ac difcernantur , ficqne cuiuis clafii iingulari locus fuufi liue cellula afSgnetur. lam in 
memoriVn renocanda e(l compofitio antea (§. XIX. 4.) demonftrata cuiusuis claflts certae 
fummae ex duabus clailibiis fummae proxime minoris. - Hinc nimirum qyaeuis cellula 
flgurae npftrae oritur, praemittendo elementum i, fiue vi indicis literam b , fingulis 
complexion]bus.in cellula columnae praecedentis et zohte duobus locia altioris* ac 
deinceps in celhila coiumnae non praecedentis fed eiusdem^ et zonae vno tantum loco aU 
tioris» permutando complexionum elementa prtma ^ fectindis 3iuecfa cum proxime maio* 
ribus. ' Hanc deduftionem iiluflrat fequen^ iigara, quae. fiffcit inuolutioni^ /r/igififii^Kiff 
'generqte (p). . » . 



+* 



(p) Ttrbam analogmn denominatioiii temim gmurdis feritrmn» 
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n — r + a 
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Hicniminim ex lege modo expofita claflis "^M^ in co^amna mta et zona r — xta^ 

derioatur ex clafli' r*— m-*- 1 M , #in columna m— ita , zoha r — 3*» , fimnlque es 
dafle M^ in colomna mta , zona r — 2ta, "" 



4) Quodfi clafles fingulae cellulia comprehenfiie ex lege praercripta aftu euoluantur» 
eaeque igltnr cum fuis complexionibus rite ordinntae prodeant, tum baec obtinebitur Iii- 
uolutio fummae indeterminatae n (q}: - 
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<q) P»lfm: Ltktf. p, >oi $. H- 
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V, b, c, d, e, /, g, h, i, k, 1 . . ,^ 



!^ 



a^3 . 



,"-4 



n — 5 



n— 6 



« 



d 

1«"^ 



n— 7 



n-~8 



II--9 



»"^" 



II lO 



n — II 



bc 

bd 

^* 

be 



bf 
c« 
d* 



b' 



b^c 



ct 
dr 



bK 

a7 



b*d 
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Caiufi itaque muolutionifi couflruaio hac lege pure combiuatoria eaque fiiiipHciffima per- 
ficitur: 

In ferie verticali deorrum^ponantur repetitiones t« a cum exponentibus decrefceiiti- 
bus; iuxtaillasin primacolumna eleme&ta fingula, tumceUpla^ reUquarum coiumnarum 
«ffbrmantar. dum ^ 

K)€om- 



:«) oom^Iexi<mibus ilagulitf celluke iQ coIatmia^prt^cedeiHi 
«ItlQfe pmemittator elementum ^, iiae refpefta iDdic^ pro lo eletnentam 2 ; 

|3) in epmpiexiotiibns elus celiulae, quae modo d^criptae (cl) rerTas Xmiftram 
fubiacet , elementa prima a fecun^is diaerfa permutentur cum proxime maiorlbus ; , 

7) compl^xiones ex (a) et ({^) oriundae, illae primum, deinceps hae, iuo 
quouis ordiBe, in noua cellula coirocentur. 

Sicuti pro elemcnto primo a, ita etiam pro reliquis elementis b, c,J, • -. . exponbn- 
tes rfepetitioms adhib^re licet : id quod Intioiutionem magi/i qompendiplkm reddli,; 

5) Exfigtira defcrift^ C^) feparare ticet inuotutiones omnes inferiores y pro fummis. 
minori^us determinatis, e. g. pro n=zo^ ducendo'tantum lineam horizontalem Infra 
*®* c. g, ^n — lo pron=:io. 

Complexiones fupra hahc iineam fcriptae con^ciunt iimul inuolutionem fuminae de- 
terminatae» Pari facilitate progredi^ticet ad inuolutiones altioresy pro fummis maioribus, 
iiguram defcrlptani^extendendo, eiue adiiciendo noooii terminos ex eadem lege, 

: • • ' • • '. ; 

* •• K . l 

I . 

6) Qoanquam complexiones/ quae fimnl conficiant fummae inuolationem haftenus 
expofitam, haud immediate fecundum clafies difpofitae appareant, eas tamen fiicillime 
lioc ordihe difponere, ficque ex figura (4) i^uolotionem fecundum clades rite ordinatas 
ftatim deducere licct '1 

Complexiones nimirum ad eandem clafiem pertinejites collocatae funt in eadem tinea 
diagonatif quae .pro clafle prima per vltimum elementum itl prima columna (iuxta a^), 
prb fecunda per pen^ultimum (iuxtaa'), pro tertia per-p|roxiraum> et fic porro, tranfit, 
qoaeque femper deorfum producitar vsque ad lineam faorizpntalem infra. a^. Singalae 
clafiRes deorfum in diagonalibas eundp rite ordinatae funt» proclafle proxime altiori ad 
diagonale^i a dextra adiacentem procedendum fea afcendendum eft*' Sic igitur quamuia 
etiam elafiem fingulsrem ex inaolutione «xcerpere licet. 

Vix opas fft^ vt moneam., iouolutionem elusqcfe olafles h|c. pi^o indice 

(K A *^ * I ii^telligii et fingulis confplexionibvs celluIaruiA elementum a cnm 
debito exponente^ quem feries verticalii prima oftendit^ praemliTdm concipi debere. Af- 
fttinto nunc indice altero : / * f 3> 4» • • -N q^aeais cellula claflTem fingularem rite 

ordinatam fiftit, etin fingulis diagonalibas debiteprodudis reperiuntur rnuolutiopes com« 
pletae fammarum, crefcentium x, a» 3, . . . fecundum dafles deorfum procedentes difpo* 
fitae».^ Quod quidem ex figura (3} manifeftum eft. 

Oo 2 Cete- 
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Cetermn ex^ eadem figcira apparet , (logQlas feriet tam verticaleitf» qtiam bofizontales * 
et diametrates innolationis (4); ope eoram, quAe $, XVIIL traditafunty extra ordinem 
fiue independenter a praecedentibus exhiberi pofle. 

m 

I — 

\ 

Coroltarium 3« 
rnnolutxo fummae indeterminatae n ordine leoticografhico. 
§. XXI. i) Cum ex modo oftenfis in injuolutione §. XX. 4. defcrlpta ordo claffiom 

<atisfitmanifeftus, fine indicem /^^ u ^ 1 ' * •'\, fiuealterum f\ * ^ * V ' '^ 

V ^9 ^* c, d, . . .^ V. "*> C3 d, e, • . .J 

refpicias: dii&ciUus contra videtar, iftam inuolutionem in lexicograpl^icam transformare. 
Id quidem manifeftum eft, ob decrefcentes exponentes tS a , zonas integras inter fe or- 
dine aipbabetico progredi: quare oftendendum reftat» qua lege complexiones fingulae in - 
^adem s^ona^ fiue inter lineas borizontales c6mprehen(ae difponen:dae fint ita , vt eae etiam 
ipfae inter fe ordinem alpbabeticum feruent ' 

d) £x §^XX. 3. confiat, quamois ^nam determinari per zonas. binas praecedenteSp 
' ita quidem^ vt in illa oecurrant complexiones omnes ^onae duobus locis altioris, praemifib 
ifs elemento % ex indice fiue b^ fimulque complexiones zonae proxime altioris eaCf quae 
duo elementa priora diuerfa habent, elemento earum primo cum proxime maiori perma- 
tato.' Exinde facile reguta condi poteft, vi cuius complexipnes cuiusuis zonae ex prae- 
cedentibus ftatim ita deriuantur , 4rt ordinem lexicographicum teneant. 

Elemento nimirum it feua, poftqttam illud exponente rite inftruftnm eftf adiicion- 
tur complexiones iuxta fe inuicem in linea horizontali pofitae, hac lege : 

ft) Complexionibas fingulis lineae horizontalis duobus locis altioris pniemittitur 
elementum 2 , feu b ; 

|3) jCdniplexiones ita ortas (equnntur deinceps Complexiones lineae hori^oijitalis 
proxime altioris eae, quarum elementa duo priora inter fe diuerfa funti quarnmque ele- 
tn^ntum primum cum ptoxime maiori permutandum eft. 

Htnc fequens oritur fummae indeterminatae n ihuolutio lexioographica (r) : 
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0) F^i^m. LiJtrf. p, 30t. $.6*. 
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n— 
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bd. 


c», 
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- . a°~ ^ [b*, b»d, bc*. bf, ce, d*, fi] 

a**"-"^ [b*c, b*e, bcd, bg, c', cf, de, Q 

»°-~"[b*, b»d, b*cSb*f, bce, bd*, bh, i*d, cg, df, e», k] 

a'^~"£b*c,b'c^b»cd,b*g,bcSbcf, bde,M,c*c,cdSch,dg, ef,l] 
etc, etc. , ' 

3) Sic oniJi^compIexionesobtiDeri^ qnae ad eandem zonlim pertinent, ex diftis 
manifeftum eft. Eas autem per r^gulam (2) neceflariq fecundum ordinem alphabe- 
ticum difponL, hubc in modum demonftratur. S&manms, complexiones duamm linea- 
rum borizontaliom praecedentium iffo ordine progredi» tum complexiones ex a,ft prodeun* 
tes inter fe,, nec minus complexiones ex 2, |3 fimiliter erunt ordinatae ; at vero hae,ijui^ ' 
omnes ab elemento b liberae funt, illas quae (^ontra cum ipfo hoc elemento incipiunt, fe« 
qnidebent: idquod ipfum regula (2) praefcribit/ Sic a/dnabns lineis horizontalibus a^ 
proxtme fequentem conclodere iicet : . indeque ordinem alphabeticum ii^ omnibus obtinere^ 
euidens ^ft (s). - x 

Sekolion i. 
Alia dednftio inuolutionum ($. XX. XXI.)» imn^ediate ex Innoluticfne lexicographica 

(§. XVIII. B.). ^ 

§. XXIT._ Figura §. XX. 4. ftatim fiftit omnes complexlones fummarum i, 2> • • • 
vsque ad 11, quas fub forma &npliciore exhibere vel in fpatium arftius contrahere vix 

licet. 

^ (s) Pro aonU prima, femnda, tertia» . . • r%epit ad feptiniam inoolntionia $. XX. 4. ftttim transire 
iicet in ordiiiem alphabeticum , dum complexiones cuiasais zonae colligpntur, a dextra verfus 
Aniftram progrediendo , ac in qnauis cetlula deorfum eundo. Hanc vero legem aaquaqu^m gent» 

raleiir eife', iam pro complexiotiibus, quibus praemiifam eft ^'^'^^^'ex intuitione Inuolntionis 
hoc $pho defcriptae manifeflum fit. Inuerfe autem ab hac iimojiutione femper ad pf iorem $. XX. 
4. transitiCs mitec» ex lege conftante ac facili, dura ^imirom compiexiones eiusdem clafns (iue 
aeqne muitorum elementoriitn oolligantur ac fuo ordin^ rita difponaiitar) vti iigara (. XX, 4* ^at. 



28S 



TRACTAT\'5 DE R£rERSION£ SEKXJCaVAtj 



licet. Haic commodo accedit alterum hoc, quod inuolDtio a fummlfi «unoribus adma». 
iores facile extendi qaeat; quare hindenbvrgivs merito iftam ihuolutionem perfe- 
^iflimam ac abfolutam praedicat. Equidem §pho praecedente ^lio ratiocinioruiQ ordine 
vfus fum, quem ad cun6bi latif diftinfte et generaliter demonftranda iiptum iudicaui: et« 
enim rem aeque ingeniofe excogitatam acvtilem ex alio vifns puAAo intueri baud fuper* 
fluiim videbatur. ^Ceterum fequenti infuper ratlone inuolotionem $. XXI. immediate ex 
inuolutione lexicographica $. XVilL B* deducerei atqueex illa deiBCeps ad inuolutionem 
§. XX. transire Hcet. 

Cumnimirum inuolutio lexicographica §. XVIII. B. extendttur a quat^s fumma ad pro- 
ximam, complexiones iam inuentaeyabftfahendo abelemento primo a^ haud mutantur, quippe 
praemittitur tantuai nouum a : at vero praeterea nouae adiiGiutftHi'' eomplexiones» dum prioris 
i,nuolutionis complexionum prima eleaenta a fecondis dinerfavaugentur vnitate. Hinc noua ac- 
cedit zona^ ad quam formandam tantum ad zonas duas proxime praecedeBtea eft refpiciendum» 
quippe prioris fummae zonae penultimam praeoedentes ipcipiunt cum a^t a^^, • • • verii, in,\. • 
i. e. cum elementia aeqiiajibu«» zona vero penoltimk vtia te habet elementum a^ quod igitur cum 
proxime fequente b eft permutandum: in zona vltima^quae erat ab a liberay complexionum 
elementa^^prlma fecundis haud aequalia cum proxime maioribus permutantur. Hac^ratione 
fequens oritur inuolutio: 
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Ciiias lex» qxxke ex inodo diftis fronte fe^uitur, cHtB lege innolotsonis §. XXI. omUhd 

xonfentit. 

Qnaeporro innolutio in han6 trai^sferihari poteft: dum complexiones :^onarum in 
cellulas redignntur, iiae ita ordinantar, vt complexiMes eiusdem claflis in eadem cellula 
teperiantur« 
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Haec inuolutio cum inuolutione §. XX. exhibita quoad fbrmamet legem confpirat. 

' Seholion 2. 
Notitiae hijtoricae d$ partitione numererum fummaeue datae combinationibus» 

§. XXIII. De Problemale faaftenus expofito iafn pridem inter Analyftas conftat. 
Satis notum eft 9 ^nprimis l. bvlervm quaeftionem d,e j94r^t^f0iii^if»iif#rorftifi accurate 
pertraftafle.(t), ' h v^ro, quum maxime in ffififf^ro difcerptionnm inueftigando occupa-* 
tus eftet, de earpm /orffffx feu de eomplexionibus datae fummae aftu exhibendis minus 
fait fplUcituff , nec certam pro boc negotio atque generalem regulam tradidit» Attamen 
coofidesando modum / quo e. g. claffem tertiam pro fumma i^ O^C)^ clafies tertiam et 

quar- 

(0 iHtrod. 9d Anal^l, l^fimU T. I. Cap. XVI.; iVM». Commmi, Atad, St. f$trep. T. III. p. I35 etc. 
EHlerui comnletnorat t proMema fibi fuiflfe propofitnm a Naudato: eiusdem vero mentionem alU 
quam obiter iaili. fecerat Loihmtius (Ars eomhinatoria etc. Fraocoforti 1 690. 4. p^g. 55. Opp» T. 11. 
I^. S83. cf. 0. G. Lrihnhii et loh. BimoulUi Commercium philof. et maihem. T. 1. ab a. 1(^94. 
ad 1^99.) Obicmandiiai praeterea eft, Lelbnitiam faepias iofisntm vfQm ^rtls combinatorite 
rommis jafdibns jeEtaliir» atqoe prai^dara qnasQis abYittriori sius iptxittton^ txptftaflt. 
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qaartafflpro famtha lo ('^C, '^D) imieftigaQll: (n), ficqne escbibnit, vt tam comple* 
xipnes quam clafles ipfae rite fint ordtnatae : probabile videtnr, eam regulam aritbmeti- 
cam fag}» commemoratam X§« XVIII. C. 5«) 09 mente habaiffey ac normae inftar adhi« 
buiffe, Eandem hanc regalam pro claffi fingulari datae fammae in fiodli difquifitione de 
partitiane nameroram, etiamfi non verbis difertiSf re tamen ipfa aq fignia generalibas 
exprefilt paolt (?). 

Complexionea fummaram 6 et''^ ^ecandam omncs claffes \exhibuit xvLKRirs 
eo ordine, quo iilae prodeant ex regula infra (§. XXV.^ 4c)exponenda (w). IMont^ 
MORTivs quaerens, quotiaftua dati tefferarum numeri prodocere queant Dumemm da« 
tum> difcerptiones numerorum l> 3> 4> • « • vaque ad la in-duas et tres partes, fiue 

^ claffes B et C ab n — 2 ad n = la exhibuit» certamque pro hac operatione obferuaoit 
regulam infra expUcandam (x) (§• XXVL 6.). 

» 

Havsekivs problefna "de inueniendis cond>inationibas numerorum i, 2, 3» 4, 
5, 69 .,. • quae fnmmam efficiant datam** ad reuerfioHem ferierum adplicau^t » vtque eius 
praxin aliquo exemplo ofteUd^ret , combinationes fummae 7 exhibuit, eo vcro procedendi 
modo» vt vix inde regulam bonftantem ac vniuerfalem, quam auftor fecutus fuerit, de- 
ducere liceat: quippe ne ipfae quidem complexiones omnes ritefant ordinatae (y). Ca« 
STiLLOKsvs {z) .eittsdem problematis vfa in theoremate polynamiali oftenfo in quatuor 
exemplis complexiones (vl cl pro fumma 6) iecundom claffes rite ordinatas difponit, fic 

. i . quidem, 

(a) NoQ. Comm. Tom. III. pp* ia6. 141« 14«. Claflis tertia pro (limma is fi< exhibetttr: 
- ia = I + I + IO; ia = I + 2+9; l2z=:I + 3 + ii 
12=1+4+ 7; 12=1+5 + 6; 12 = 2 + 2 + 8; 
I2*r=.2 + 3.+ 7; n = 2 + 4 + 6; 12 = ^+5 + 5; 

•12 = 3 + 3+6; 12 = 3 + 4 + 5; 12 = 4 + 4 + 4. ■ 

\ Ci) P. Paoii OpnTciiU analy tica. Zi»«n«f MDCCLXXX 4« p. 49 elc. 

(w) Inlrod. !n Analyf. inf. T. I. psar. afS. a?©' • 

' (x) ESzj d'AnaIyft i\ir les }eux ie Hazard, Sec. edlt. Parb MDCCXllt. 4. pa^. 47. 48. cf. pas» 
303., vbi tebttla txtat, ad decem telTenui extenfa* <& Uu, Bertff^ Ar» coaieftaodi, Bafiltaa 

ryia. 4. pag. 21. . ^ 1 

» • 

(y) kmtfhmHs inter aliaa conplexioMS partim dlrefiapartim itiueife riie ordiiiatas» hwbtlam inoeDil 
luillo modo rite ordinataa a3iif 241» ^3. Fateor» me hand intelligere, qua ratlooe ex comple» 

, xion^ 33 II deduxerit compiexionem, 232, nec potios ex 32111, 223; Verum ctiamii cafom 
fimpliciorem procelTu minns ordinato refoltterit, nec regulam certam ac firmam tenoille Tideatnr» 
qui^ tameu eft qui dubitet, Hm^fnUum %^tm Kaiftn§rus pra^ceptoreni iaudat, cafibus etiam diffici» 
tioribus proprio Marte refolnendis parem Cuiife. Quo itaqne exemplo apprim? iliuftrantur ea, qniia 
HindeuburgtHS ad ihentem fuam clarios expHcandam contra aiiquanv Fi/ckiH obiediosei^ profert 
iJtchiv dir Muikem. 21 Hefi^ pag» 253.} . . ; 

(a) If. Neuiomi Ariihmodc« v&iiMiftUa — canL cpmmentarlo M« Q^KUmnit p. Z$^ M* ' 



( 



\ 



sivE lui^MsnrriGmiat^ «pt 

^iiietni»: vt tegpalkiB^acithme^fcftm ifqpta Xf^ XVII^ :A. cs^-}- conmiettioratatti stote oenlbs 
. fa^bQiiTe yi^^atury qnamMtamen v.erbis nec ille e3^|>refli$,^cec modo g^erali coocepit. . 

£x his breniter commetfioratis abunde iam cplllgere iicet» problematis praecedentis 

. vfum Analyftas bene inteUexIfle^ atque etiatb^dati occaffone exempla particularia refoluilTe, 

regulas vero combibatorias fimplicos ac vniuerfales plerumque eosneglexifle (a). Cuiua- 

. modi tamen n^gidas^nequaq^^^ pro fuperfluis haben Jas efle, ia aperto eft^(b)^ .rEarundem 

. potius neceflltatem ac.vlJiibAeW.dudumi^ttooeruntnnnmniri praeftaptiflfthi, moivrsvs 

et BoscoviCHivs. ^Uf»i[i^ njeditationes huc facietites pancis falteiii coihmetnonire ' 

oitinine e re efle videtur ^ coni vt multiplicitas ac varietas , ^aam oflert ArsCombinatoria, 

inde elucefcat * tum yt^ix cdmpsfatione claritts perfpiaialor) quantom io^hoc genere prae^^ 

ftiterit HINOXyBVROi^^v I ;»^ «i 

t, ' • ' ' Sckotion 3. > '\ 

l Moiutei fetuHo probtematis $. XVIir. * 

{•XXIV. i) Motv^jprs- fumta occafione i^. theoreRMtje polyncmaaatt, cbifl}pm 
indeterminttam mtatn fummae m-f-r, denotante r numerua^ determinatum^ fine ex Aiii.' 

DsirliVROix figno /\ j^Jta^inueftigare docet, vt ab r^rrO incipiendo, rbi Meft= 

elemento i fiue a mi«s re^ti^^ a » ad r =2 li» a» 3^ . ...^, fucc^fiiue progrediendom fit, ^ 
hac quidem lege combinatoria : In omnibos complexiqnibiis .fummae proxime minoris 
m-^r~- j I elementoffum x.Aue.a vltimnm verfus dextcam.permntetur cum ekmento d . 
. feu b; in fingulis porro ^^iUexio^thds fummarum 4);iiji(^l*um taA^t — \%\ m-l-r^^S; _ 
m«4-r — 4; . • • m; ex prdine itidem vltimofti elementnm- i fbu a permutetur cum 
elementiss; 4; 5; r . • fiue c; d; e; • • • nilr pot{ ilfi^^elementum a.fequatur ele* '' 
mentum minus fubftituenAo, ftU litera ofdine alphabetico prior* "* 

Hac quipperatione M^ttREr (ermo algebraicus inc^omblnartorium vertitnr: is ni* 

mirum permutationem ele&^nti a com b| C|tl^ • • . tanquam mjitltlpUcationem per — *« — , — ^ 

: ; ' 1 I I -' " "-*■ f * * 

. . . exprimit» lubetque cpmp^e^ lones fummae m-^r— I fingnl^ ducere in ~y com* 

-* ' . ^ ^ . plexionea 

. («p Sic .^M. BfntoMUiui (\i c> pf^U»ti^i4m iiieiii6ra^> df.j^ljrerUe^teipl^iUMllr/ifanis bacc prae- 
loquitur: ^lauae quidein otnoia meUus exen)p|js-quani r^ulif addifci pofluut." Etiani C^^fiHoHius • 
l. c. p/34: anetit, rufiicere prtmas arithmeticae regiitfs. «--'•/• ■ ^ - 

(b) V^lorem baiusmodi resularum baud' dififefltis eA FifiAitns (Uebtr den Vrjprmg der Tkecrie der 
pimenfionsztickeH wul ihr V^rh&ififfl^ g^gm^^fiifW^i^ni^^/^f^^f^^^^it^ f^s^ Henn Pr^JrHind^^ 
iturg^' HalU //^^. ^as. 3»,); re^iias autem 4e . eo^atuit , praetitr*i/riv^V^'MM (tdrckiv I. c. 
paig. 2J3. 194; Pokfnom, ZeAr/.pag. 2ti.), KtHgelius (Pot. X#*//l'pag, 89.). Quod quidem in 
iuri» rcimtia praec^itiirirlefibiif ca!uandum €dif, !M4)#> atbitriamiiidfcla ralntam lir ac Ubenim,- idem ' 
etiam in qoaeftioDibaa aoai/tlcia obfcrmsili^ videtttir. . 



/ 



ple3ttQneirliiiaft»rum tn-|-r-^£; jn^'^"^^»' m4^>*^4; •!£U:jj.eaiBbrth]ttrfi iaqtilbm 

non occdrrUnt elctoenta b; b. c;*b, c, tf; . . />ducere'in — ; — ; — ■'; . . . (c). Re- 

>• ., ^ • . » , - • 

Snla MOiyjisT his bini^ exemplisUluftrat^r; . . > 
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^) Hoc moio cwnpteoAdnes fiflgafad f^* orrflMf ^x Cd) prodire manifeftnnt eft, quippe 
2p& reg3^Ia (i) canetnr» ne elementnm maids praecedat. Omnes porro ita complexiones 

^ '( - obtineriy 

>. ■ ' .' 

(c) Produ^a (fcn complcxlotids), !n q>Dibihr Ai^Mateta rS a C^i^i^^titam i aliqnoties reMlitbbi) pro» 
xime fe^itm' b» vel c, vel d« . . . . MofvrOiiis nomlQSLt prtmae, (ecuddaf, tertiae, • ^ . . Oajfis, 

(d) Claffis Don fum rlte cntuialat« vti.iam.«ii °^.t:^M» ™ • .^M apparet: atc illae ibcundum «x- 

poneDlM re a procedoot, ^qnljppe (i«i lam piro^^^+^M non ampliuj ceatinoe crefcunt 

1 ( .■ 



.- • 






\ 






' . ' , * 



obtinerf^ fic probatur.. , ,. Ppoamus,, -claiTes fummarum praecedentium T^ M^ 

* "^'^M^r ;'°* "tTi^^^^M , . . ' ^ -^at elR cbmpletas. lam referat a *~ q x • ; . z 

quamuis comptexionem* rite prdinatam, quae in claffe "'^ M oqcurrere debet.. DejQo^ 
tdttf ??xpooei]tem iluimericum Uterae >o> fbiSA pro certo 1, 8 maiorem valorem , recfpere 
nequit» ac fi ppnantuf elementa U| x, • • . ^ cUnftaipter fe'aequalia: vnde ob numeruta 

horowiAementortttii 2«f*'l/' At sl ;±± r-{^l , fiMa zr t -f- --^i quare immenls « noa 

poitefe jfie$ maIor^tu«ii'i Jf-r;^' C(mfiile^e(!tir Igitur claffia praecedeos rr ^ "^ + ^M , 
en,cum fit ex hypotheiicompfvtttiCOfhprelitedetetbim complextojiem riteordiiuCam hanoi 



m 






a ^ X • • •' z ^ quippe cqius elementa efficiunt fpnimam m -|- r vnitate au Aam et ex<^ 

ponente 8 m^autam^ i.^e. fummam iii-|-]| — 8 4-i* _Iam vero ad producendam claiTedi 

+■• '» •.' '^ ^ , 

'^Mexiregtila(r) tnrfingolls cofflplexl^oniinis ebffie '^ "~~ "^ M etementnm a 

T ' , ' ""*«'' •* •'■ .V . ' • ' i. '*' ' - ' ■ , . 'm«-— l + i 

permutandum eft cm^ u^ niu minus q^uam u feqilatur; quare complexio a ^ x • • • 2 

Beeefl«rIo fuppeditabit fffo e)ttfie ' •7' '^M cbmplexionem a ^*^ t|X ^ % • z ; «^ hincqne eoK 
defl^eft, i»hacrt€iifle«nolhm compifejdo&em deficere'{X)fiev^fiLqnidem clafies fumoHirnm 
praeceilentldm fiierii»! comp^eiMte ; ynde fponte feqoiturv )claf&l cunftas efle compfetasw 
Ba^/adde&da eflb duxi^ quoaiaiii MoiVRErs.regulam fnaik demonftratione haud mu* 



• .» 



rr* ' ' 



).Tr aif:n:': ' i^v 



Sj.^xf^gflla (4).f(y)aret^ ,x[namuis ..claiTem p^ cIafl)})T;is, hpmpnymis Aiipmarnm; 
-qnjiinjium n^io^rv^-^y^fgpe adm)i;determinari. N^bilominu^, tamen moiv,r£V8 bene 
Vidity idque/diferte entintiauit» quamuis claiTem etiam ifidevfndentcr r^erlri pofTe (e). 
Aiia inAiper obferuatio, hoc etiam reQ)e6):ii notatu dignifiima, eiUsdem au6toriS fagaei^ 
tatem haud eiFugi,t\* quod nimirum exp^nepteS litbnoium b, c» ^d» • • . oftines vnitate nii« 
nuendo, ita vt exppnens literae b euadat i; Uterae €,2; Uteraed» 3; et fic deincepst 

*tu»c complexiones eIemet;torum b, c> d, ». *,*' feiunfio elemento a, in quauis clafle ^ M 
ei9dciant;fi;umt]ga,a) eaodem r.(Q..^ ^ Q^ae pbferxiatio fymbolice ex(fefiA fuppedUat formalam 

lupra^jommemoratato: 

; /^i a 3 4 i . .N /'i a 3 • . .V . 

. V*> ^' c, d, • • .y \b| c> dy • • ./' \ \ 

'4), Ac 

(«y Hff/tfHanea ^9tutyttta de Strfiblis tt Quadrafum. ' Lbwftai 1730. 4.'pag. BS* cf. Hrtldv dtr MtL» 
them. ir.Nfft, pa^. 460. "^ '' • ' * ^»'' . 



{ 



\ 



1 



«94 



ntACTATVC OB XKVESSIONB SHUBKVi*,; 



a) Accorttiiu confiderando ordrnem » f(^undum quem apud MoiirR£y.M comple' 

xibnes elementorum b, c, d, • • • pro qu^o&i ciAiTe dirpofitaeTant» n\ox apparebit, ilias 

ordioem alphabieticum fequi» ac.inuolutioD^Qi (^if tke /upamste oftenderfe, qva^ cum inuo- 

- lutione lexicographica fupra expgfita ($. ^VUI.} prorfus confentit, dun^mqdo index iniir 

Affumtus r^ w ^^ * * '^ permuteturcnm wdice^j^ | * * "^ fiue elemeota a» b» 

' c, d» • . • cum b, C9 d, • • • • Optimo igitur inre ^indenbvrgivs mqxvrevm 
muentarm inuolutionum praedicat 1 in qiw:'2^^rk> js nefciq qDafi fe ipfo incidit qusriUDque 
eximia commoda hapd fatis perfpexit (g). Ipfa etiam lex» fecundum quam apod m o i vrt e v m 
complexionei elemeotoruln b, Cy d/* .:!«,dedi}CQoti]r, n.oeguIa-Ksdenbiirgiilna.CiuXVil!.) 

^fliffci^: qmire ratio eft redieoda,. cur.ex illa.etiam lege fBompbKiDnes o^efluio-^d.oBdi* 
nem lexicographicnm pxocedere debeaot. Supponam^us, Imnc ordinem locumiM^dre pro 
complexionibus fummarum r — i, r— a,...i. Tuoc cfomplexipnes fumrhae r ex regula 
MbiVRSi obtinentuttdumcomplexionibos omnibiis fummae r— Vpraennttatur elementum 

- b, deiode comptexionlbiis fammae jrr^», ,i}OarQmodeiileotTim.<prim)im. ooo.eft minus 
quam c, praemittatur elementum c, fimititerque porro complexionibus fbmmarum r— 3 ; 
r— 4; r — 5; • • • quae incipiuot elementlsnbn mlnoribus quam ^V e; f; • • • • prae* 
pb^antor etemeotahaecipia d; e; f; .1; . > *'Iam.jex bypotbefi ccatnplexfimes pro qouis 
fumma praiecedeote ordiheJiiter &a|pIiabetiCo'progtatiuotjQr, aitqneyetiim complexiooei^ 
pro diuerfis fommis fucceffiQe decrefceotibus pra^difto nnodo^^Kiad eletticototiQitiaUr.iov 
mut&tae fimiii ordioe procedontr^ippe ^oae elemeotis ^^ifiue ^rtfdrntibus b» c» d» • . • 
incipiQnt. Exinde fponte fequitor, ordinem alphabetieom etiam ad fummam r, hincqae 
ad omnes fummas extendi. Ceterom noivREvSt qui formam inuolutoriam filentio 
praeternriflt, oVdinis ^tiam lexicographici mentionem hus'qtiam/fc4lt Q^are iure mira- 
tur HjMDENBVRorvs, quod vir tantac fagacitatis acio^artc conlbioah>r:A'peritiae baud 
vlterius progreflb» faerit (h). ' ^ 

Sckoli0n 3, 

De BOSCoviCHix foluttooe duplid, ioprimis louolutione fammae inuerfe 
^ - lexicographica. . -.' h •' 

$. XX^^. Quod MorvREVS intell^xit quidem, oectameA diftinQjos^eooIoit, t3 
tlia ratione perfecit boscovxchivs (i;). Is enim cui^Videret, quo4 ille iam indicsr 

oerat, 



i.- 



z' 



(g) JrckiP I. c. pag. 391. .'' ^ . , w . , I ^ . 

(h) Jlrtkim IV. 40I. 

(i) Boscovithius methodinn faam, iooeniendi poteftales ioiinidoomii, cni ipfc iocradibilm GiciHtatem 
tribuit, prlmo publicauit in Ephcmeridt^os Literarijif» ^aael^^iDae, aimis 1747 ^^.174^ prodie» 
ront (Jiiomah W J^uerati di Roma^ per Tanno 1747 e nei 174.$)^ vnde HindtHburgius. notacu 
ditniora^exceiyiit {girckiv IV, 40^ if.). Breoios delDceps eaodpa qiiaeliioaei|p iilfretraftauit in 
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^mt» etUmclaifis fiiigiilaiii jndeterininatae inDeottooeQi reAre ad reperiundds coApIe-. 
xiones fnmmae cntusuis 'determinatae (§• XXIII. 3.)» reguhim tradidit, yi cuius <;om« 
plexiones certae fummae independeo/:er a fummis praecedentibos* inuenire licet; quod 
ipfum ttoivREVS etiam in mente habnerat. ^ 

Regulafimplexomnino» oec tamen pure combinatoria haec eft: Prima complexto 
tpt conftat vnitatibus, quot fumma; pro fecunda ponatur vitimo loco binarius, huicque 
iuogantur vnitates reliqnae; stum veniunt dud binariiy deinceps tres, nec non plnres, 
completurqne .fumma per vnitfttes. Exhauftis binariis feqttitnr vltimo loco temarins, 
cumreliqnis vnitatibus,- idem cum vno, dndbos, tribos, jJuribosQe binariis; deinceps 
dj)o temarii^cum ynit^tibos, iidem cum voo, duobus, tribus» . • • Unapiis» porro ti*es 
ternarii, pluresque; qnos excipiunt qoatemarii , ransprimo, deinde etiam plures. Sic 
ad numeros iii^ales fucceffiue maiores progrediendom eftj ita vt fiqoispiMn oumeras pri- 
m^ vice fcribatur , buic inngantuir primo m^raei^nitates, deinde vnos binarius, porro plu-* 
res; tluos exeipiunt temarii» quateraarit .• • • et foeoeffioe numeri crefcenteSy nec vepcr 
maiores vltinio. Rffidoiitt fofomts femper vnitatibns completon Regola fequeoti ex«? 
^mplo ilioftratnr; 

•CP iiriiiii 

II I II 1.2 

1 1 1 1 2 2 

I 1222 

a^22 
* iiiH3 

iii2i 

1223 

"33. . ^ . ^ , 

' - ' »^3 3 \ ^ ' 

,11114 

^i 1^4 -^ . ' . 

22^ ' . 
134 
44 

125 ^ " 

35 
116 

^ . 26 • ^ 

* ' 17 

^ ' - a) Accu- 

Htflertatiene finsiilari» qnat aft Inftrta operl inferipto: Jhik ^rogrtfom r yWi# D'M dm M P. 
Fran$e/U Luhf '^*M agimta di Uui MUmoH$ dti R j?. G. Boscovick, In MiUno MDCCLXVIL 
4- P>g* 157-363 : M^tbedo 4i alzare un infinitmoniio t qntlonqiie potenza indefinita. -^ Prior 
expofitio» qnam equidem aon leg), Hindomturgio iodice alteri praeierendS » locupletiorqoe eft 
variis iiaqoe eximiis de arte combinatoria obferuationibua -r- ~ Cetemm £ostavifkii metbodua 
oondum nou erat Mmdiftttfrgio f aim pdmum de Iufiiiltbiom)e.ictfber«t (/ifiUv JV, 420.) < 
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TR/VCTATVS ' OB RSVERSXONJE SBBJ&LVH, 



I 



V — 



%) Accxiratins confider^ndo complexiones » qnas do^coVtchii regula ^prafebet» 

prltno apparet , iiagulais illas riU ejfe^ vrdinaias^^ deinde .eas ihter fe progredi fecundnm 

xiumeros finales crefcentes , , cum, in ii^uolutione Moivrea - Hindmburgiana (§. X VIII.) 

complexio^um elementa initialia faccefllue crefcant. Sicuti iam faae compiexiones ordine 

. lexicbgraphico progrediuntur i/r^fftf , ita i\\Ae inuerfe ^ i. e. boscouichii complexio- 

nes/eruant ordlnem alphabeticum, dum eae retro legantur, fic quidera vt ciphrae^vltimae 

in finguUs complexionibus fiant primae, penultiihae fecundae , ct fic porro. Hoq ^uidem 

modo^Do^coviCMivs ipfe in diflertatione recentiori compIeXiohes dlfponit^ v. c. 

*CP — Iifll 

21 1 1 ', . 

221 ' ^ . 

.311 

41 » . 

P^efcer^ infigne difcrimen cemitur inter difpofifionem Boscovicbianam et inuolutionem 
lexicographicam direftam, cum ad vtriasque ne^itionem erga inuohiieiioaemclaffiunYatten* 
dfitur^ Quod quidem difcrimen vel hindbkdvrgii» in detegendis relationibus com^ 
binatoris alioquin profedp fellclfilimi, perfpicaciam effugitr Is* dimirnm afierit (k), ex 
difpofitione Boscovichiana prodire complexiones rite brdihatas claffium rite ordinatarum, 
3um colligantur compiexiones ad esndem clafl*em pertinentes, ita vt a regione inferiori 
ad fupertorem afcendatur; vndeab illa difpofitione facile transire liceret ad inuolutlonem 
claflium, Illtid vero afl*ertunir iam pro complexionibus fummae 9 haild amplius valet: 
namque fe^undum^DoscovicHiVM complexto 144 praecedit ordinecomplexionem 325, 
quare afcendendo praecedit contra 22^9 fequitur 144» hincque claflis tertia non rite 
prodit ordinata. ^Docet porro hindendvhgivS'(.I)» ex inuolutione clafiltum vice 
verfa deriuari pofTe difpofitionem Boscovicfiji« dum colligantur, rurfus afcendendo, 
eae diuerlarum claifium complexiones , quae definunt blemento eodem, primo^i» deinde 
2f 3» ^ct fic porro. Nec vero boc^etiam praeceptum ri^e. fe haberCy diuobus exemplis 
oftendifle fuiHciat. Pro fumma padhibendo inuolutionem claflium reperitor in clafle 
quar£a (^D) complexio »2^3, et in clafle feqT!«^nte(^E)€om^lexio 11133. lam afcen* 
den<fo^ex regula hindendvrgii complexio 11133 praecedere deberet complexionem 
aaaj., in difpofitione contra doscovix^hii inuerfelexicographica praecedit 2^23, fe- 
quitur 11133* Pro fummae 14 clafle quinta rite ordinata complexio 13334 pi^aecedit 
complexionem eiusdem claflis 22244» nec minus fecundum doscoj^ichii difpofitio- 
nem illa complexio prior occurrit. Ex his exemplis fati» itianifeftum eft, difpofitionem 
inuerfe lexicographieam Boscovichiaoam neutiquam ad inuolutionem clafiium fimili modo 
referri, ac inuolutionem direfte lexicographicam feu Moivreo«]Eiindenburgianam. 

^ . Com- 

(k) Arehfv IV, 408. 430. 

0) P9lpiom. Zf*r/. p. 195. S. ^O. - ' 
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SllrS DE Bxsoxxrt^fxs aeqvatiosI^m pzr series. 
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ComparatioBi haftenns expofitaeiofcer vtram(|Q^9npofitk>nem lexicographicam» tam 
dire£faim guam inuerfam, ne quid d^efle videatur, cpmmemorandum inlQper eft, re^^u^ 
lam Boscovichianam (i) tjum praeftare, ac in^gne conipendium afferre poiTey cum in 
f^ie elementorum aliqtJa deiidant, fiue elementa pef /a/^irxprocedant (m)« ., Sice. g. ex 
elementis i>.-3» 5, pro fufflma 8 hae ftatim complexiones prodeunt: 



llliilil 

II 1 1 13 
II 15 

35 






3) Praeterregutam(i) a/£tframinfuperfolutionemexfaibnit boscovjchivs fn% 
qi3a complexiones cniusuif fummae (n) deduduntur ex complexionibus (iunmae' proxime 
praccedentls (n«— i). Quae quidem regula ita fe habett 

a) Singulis compiexionibus fummae praecedentis praemittitur elementtim x« 

' b) In iis cotnplexionibus fil^mmae praediftae,quae non habent duoelementapnora 

aequaliai primum elementum permutetur cum pro^ume maiori. * 

" ' • ^ ■ 

c) Comptexfones ex (a) et (b) oriundap eo inter fe ordlne coilocentnr , vt pro 
' quauis complexione fummae n — i dperationes (a) et (b) fuccefliue inftituantur (qua- 
tenus vtraque locum habet), tumque ad complexionem fequent^ta iinus fummae pro* 
grefiu facto idem proceflns reiteretur. . ' . 

Exemplt gratia ex complexionibns fiOnnu^e 8 (i) complexiones fummae 9 i^ 



prodeunt: 



k > 



* 
1 



xininii 



\ '. 



j 



(m) Arckh IV, 4ia; Potyn, Ltirf, p. 261 r ^orMB dt^ LHitraii di RfNii , X?4S- ?• Y^. W» 

(d) Polifn, Lekrf. p. 1S4.J jtrckiv IV i 404. In rec^ndori diiTertattoae banc regQlam prajetermifit 
Bostomckfus; gmilem regnlam ad elementa iittratia refpicientem , «amque ad potelUfces infinitU' 
, nomii immediate appU^a&dam tradidtt GiomaL 1748. p^ IS.} 1747. p.^oa. (c£ AfQ^v IVi 4o(.). 
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^^g TlXhCnf WrS M RBVKRSION» SERIEUVM, 
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II1IUI2. ...... 

JIIII22 ; . 

11135^ ' ' • ' , ' • ' 

12^22 

I X 1 1 1 13 ,^ ,f ' - 

I I I I 2 3 
.1 1223 ^ ' ' - ' 

2223 

1 1 I 3 3 

"1333 

333 . 

^ II III4 

.111^4-' 

1224 . " ' 

1134 

2 34 .•••..:'«*' 

144 
I1.II5 , 

■ 1125 ' V — • ^ ^ 

»25 '"■• • • • \r 

135 . , 

45 . ^ . : ) - 

1 1 1 6 . \ 

.126 , , . . 

36 • ,.: ^ , .' • . 

117 
27 

18 
9 

(iiim igitQr ex moivrei regulii cofnplexiones cuiasuis fummae deducendae iint ex com- 
plexiombus fummarum omffmii^ minorum , hac contra regula boscovichivs oftenditt 
quomodo re^urfu ad vnam tantum fummam proxime mitiorem.opus itt. Quae quidem 
regula quoad eflcrvtialia a, b) , abftrabendo ab ordine (c), prorfus confentit cum ea, quam 
HiNDENBVROivs pro Inuolutione Moivreana ftabiliuit (§. XVIU.)- Sufpicari etiam 
licet, Boscoviciiio legis iftius obferuandae occafiouem forte dedifle icuolutionem 
jcoiVRKi, quippecuius efFormatio hanc legem clarius^ oftenditt quam difpofttio altera 
(i); vt ne tamen complexiones atio ordine prodirent y quam ex regula (x), addendum 
erat praeceptum (c). Hoc igitur praecepto confenfum inter binas fuas (blutiones obtinutt 
ftoscpviCHivs; at vero commoda inuolutioniSp difpofitioni Moivreanae propria,'fic 
negtexit. Etenimfi^a fumma ad fummam proximam progrediendum fitt tum vtrinsque 
fummae complexiones feorfim fcribere opc^rtet : quare cum folutto cx lege (§r-X VIII^) • 
fuperfluis libera fit ac independenH aequipoUeat, folutjo contra ex regula boscovichix 
incommoda dependentlae htbet^o). Hinc appi^reti auftorem iniigne compendium, quod 

aflfert 
(o> Artkiv IV, 4of. 



\ 



J' 



81VK DB RUQLVnONA AEQVATTONVM PSH SEllItf. 



299 



•ffert ferma inciolatoriai hand perfpexlflb. Idem nec ad oTdinem lexicographicam 

attecdit- . " "^ ; 

• ■ • 

4) Eodem ordine, ac fecundam B'oscoriCHix regulas (i^ 3)9 prodennt com* 

plexiones rumniaen, ii iungatur elemento i coroplexio fummae n— i ex meris vnitatl- 

busy pcrro iuDgantur' elemen^Ls fuccefline crercentibus 2; 3; 4; • • • complexiones 

fummaram n — a; n — 3; n — 4 ; . . • ex elementis i et 2 ; i, 2 et 3; i, 2, 3 et 

4; •'• • conflstae:. quippe cauendum eft» nejn hisce complexlonibus^ occurrat elemen- 

tum, minus elemento» cui eae abiefi:ae funt^ 

Hiiic praeccp*o , quod BOScovicHiiverbis innoitur faltem(p), fimileai omBlno 
regulam obfernafTe videtur'Evi.ERV8; eotantum difcrimine, quod hic eam comptexio* 
nem primo loco ponatj quae illt eft vltlma, ac vlce verfii. Sic complexiones fammarum 
<5 et 7 BVLERVS (q) fequentem in modum exhibuit : 



6 

5+1 
4 + a. 
4 + I + I 
3 + 3 
3 + 3 + 1 

3+I + I + I ' 

2 + 3 + 3 
3+3+1+1 
3+I+i+I+l 
l+I+I+I+l+l 



7 . 

6 + 1 

5 + I + I. 

4>+k 
4.+ 3+I 

.4+1 + 1+1 
s + 3+1; 

3+a+« 
S+3+1+1 - 

8+I+l+I+X 

3+3+3+1 

3+3+I+I+1 

3+I+l+I+r+I 

I+I+I+I+I+I+t 



\ - 



5) >Accuratius porro, qnam bioivrevs diftinxit boscovichivs duo proble^ 

mata, vnpm idque haftenus expofitam de inueniendis eomplexionibas omnlbas certae 

fammae, alteromde inuenienda claui qaapiam fingulari pro data fumma. Pro clafli mta^ 

t ' -' ■ . ' 

fumrt^aet, fiue M» hanc tradit regalam : Prima complexio oritar, pi>iAKmitteiido numero 

t*---m-)-l vnitates m— -i; tam ponantnr rltimo loco nameri faccefltue decrefcentes 

t— m; 

(p) Clariiu demttm illud eXpreflit fftMdenhurgins C^r«A/VlVi,4o7.)» iDdeqae dftendit (j^ 409.), qua* 
teoun Boscovithii difpofltio praebeat inuoiutionem : dnm nimirum feceroanmr linea verticali eie- . 
menm complexionnra maxima, eC lineia liOrixontaiilMis eae complexiones , quae idem elemenmm 
maximum commune iiabent. Haec vero ionolutio impgffeUa ifi^ quippe exinde nec ad fummas 
vnmis mioores regredi, nec ad Omimam praxime matorem iouolutione ^rogcedi licet. Ceterum 
, inuolutionem Bosco^icbianam eiosque brdines eodem modo defipiat HmdiiiburgiHS » ac" inuoiotio« 
i3emdirefte'lexicographicamf huiusqua ordlnes* 
(q) Introdua. i« Analjff. infiQitr.T. L p. ass. 270. 
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t— <m; t— m— -I ; t — mH-a^etc. iisque iangantur complexiones 'claf&s m — ita* 
CQmpIementorum fummae t, fiue numerorum m-; m-(-i; m-j-a; etc. quae quidem 
co^plexiones conilandae funt ex numeri^ vltimo non maioHbus. Exempli gratia claffis 
tertia fummae 9 fic prodit; 

Sic igitur claflis quaeUbet ad claflem proxtme praeeedentenL reducitur, 
vefum in hac blafie non vnius tantum fummae, vti ex regulis Hlnden- 
l^urgtanis, fed complexionum, eiusdem cla/Tis ad diuerfas fummas per- 
tinentium ratio eft habeiida. Sa^is praeterea mauifeftum eft, regu- 
lam iftam Boscovichianam imperfedam e0e , ipfique qudad vfutp com- 
modumatqueexpeditum omnino pfaeferendas regulas fupra defcriptas. 
Ceterum notandus eft confenfus mutuusque nexus inter regulam bos- 
cOviCHii pro clafie fiqgulari , eiusdemque difpofitionem ^omplexionum pro certa fum-, 
ma« £x ifta nimirutn 'regula hftud equidem prodeunt clafies rite ordinatae (r) ^ fed com- 
plexiones cuiusui^ claflis eodem ordine fibi inuicem fuixedunt: quem feVuant complexio- 
nes in difpofitioue lexicographica.afrendendo coUectae. Ilia pprro regulahanc fuppeditat 



135 
144 

333 
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Claflis nimirum quaeuis mta fummie 



formulam : 

/i a 3 ^•••N /^^ * 3 • • «Y 

\a, b, c, d, • . .J v^b, c, d, , . .J m-|-r.ad normam praefcriptam effor- 

,mata immediate fimul oftendit complexiones otanes fummae, fecunduth ipfaip inuolutio- 

nem lexicographicam Boscovicbianam difpofitas , dum alter index accipiatur. 

6) Regulam aeque fimpliqiter expreflam, pro adornanda clafli fingulari ita, vt et 
fimul immediate oftendat inuolutionem lexicographicam direelam Motvreo -flindenburgia^ 
nam, talem inquam regulam equidem haud noui. At vero regulam haud abfimiiem, qi»e 
praebet clafl*ea rite ordinatas, obferualie hm videtur momtmortivs (s), haue 
^imirumi . ' 

. (r) V.9qiie ad rnmmam t2=:8 clafTeft ttiam ex Boseovickii regtila prodennt rit« ordinatae, at noti Ita 
pro Aimrols maioribus: v, c. pro tr=:^ in exemplo. Quod ii vero complexionamelementa retro 
legantur, tnm illae vt numeri coBtinuo decrefcentes procedunt, hocque igimr fenfu cUffts etiam 
* rife ordinatae apparent. 
(s) ^ffa/f t^naliffe Jur Us jiux de hazard, psg. 49 : •quanquam hoc loco regula Iiaud generaliter ennn. 
tiata fit, requentia tamen verba eam f^tls ciare innuunt: "Poui^former ces points (complexiones 
claiiis tertiae pro fu^nmis 3, 4, 5,'6 . • .) on joint l*as (1) du troifi^me d^ i. tous les points de ]« 
Table pr^cedente ponr deux d^s (compiexionibus claflis praecedentis), et enAiite' ^e deux du troi- 
fii^me d^avee tous les poiats de la Table pr^cedonte on I*as ne f« tnuive poiat^ et eiifoite le 
trois dtt troificfmedf/, avec tons les points de la Table pr^cedente ou il ne fe trouve'ni4*as, ni 

' le d»ux, et ainfi du refte.** Haec regula iam tn MoivrH praecepto lat t: quod- nimirum de in* 

nolutione fummae n (Uuquam aggregato clafiiiim) ex inuolntionibns fnmmarum n <— i , n — • 3« 

• , . deducenda valet, id etiam de fingnlis ciaifibus obtinett dum iliios innolutionis compjexiones 

» H. * 

ad daflcm m^"^ pertiflirDtes» hanim vcro cempicxioiiea claffiivm— - 1^* acclpiantnr. 
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«) Pro Jednoenda claffi M ^lungantar ft^ dextrt elemento x iingQlae oomplexio* 

nes claffia proxime praecedentii pro fumma proxime miQore> fea .c![affis M; 

0} porro elementis luceeffiue crefcentibus a; 3; 4; « • ^ adi^uantur comple* 

, — i" — I —1 ^ ^ • ■ . 

. V!<>Q?9-claffium ^ ^M; /~'M; ~^M; . . • qdae incipiunt rfementis non mtno- 
ribus^ aciftis ^; 3; 4; • • . Sic quaeuis claffis ad co;npIexiones clairis proxime 
praecedentisy pro Aimmis tamen diuerfiii ac fucceffiue decrefcentibusi feducitur^ Qpoad 
primam partem (») liaee'regula conlbntit cum Hindenburgiana (§.. XVIII. C Ifb. 0()y 
quae ceteroquin^praefiantior ac vfui omnino aptior eft, 

ARnCVLVS SBCVlVbVS, - 

, V Dt theormaU jpolynomialu 

,* Problema. 

$-XXVr. Serieiy=ax»' + bx**+^+cx'*+*^+dx'*+»*+. . . potefta- 
tem mtam reperire 9 fic quidem , jrt huius poteftatis coSfficientem ^ueinius extra ordinem 
ifldependenter a praecedentibus affignare iiceat. 

Solutio. - \ 

« 

A) Pro exponente m iptegh) a£&rmatibo« 

x) Sumatur fimplicitatis ^gratia jk=:2=:X> tum erit y«=: produfto m^ferierum 
iibi inQiotm aequalium, « ' ^ . , 

-— (ax^-f-b^x* -^ .•• -{.rx^ 4* •••)(■* + ''** 4" • • • + «^t^ + ^ • •) • • • 

- • (ax4-bx* -|-. . . -|- tx -f-. .•) 

Conc^^piamus» rite efle flEiftam multiplicationem, primae feriei in alteram, produfti dna- 
roin in tertiam» trium in quartam, et fic porro: tum coltigendo eds terminos^ in quibus 
eadem pcttei^as tS x occurrit, poteftas ym hanc formam induet:. . >. 

y"'=Px'" + P^x"'+' + P"x°^+* + P"^x" + 3 + . . .4.pN^n^+»^. . . . 
lam terminorum , ex multipikatioae ifta repeiita prodeuntium , quilibet oomplectitur m 

lk£tores, quorum primus (velu^irx^) ex ferie prima> fecundus (sK ) ex alterait • ^ « • 

fnms (t x**^) ex ferie mta fumtus eft : inter quos etiam iaftores aequal^s fett repetiti admit- ^ 
tnntnr» qi^ippe ob feries ipfas inuicem ae^uales periQde eft, nom faftores ifti ad Ibam 
qniais feriemi vd cunfti ad vnam feriem y referantur. Sit igitur eorum terminorum» 

(Xq z ^ ^ - qui 



\ 
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qi)! colleftiue funati conftituimt medibrum pcr P x "*" cxpreflum, aliquis r^ rx^ . sx^ 
. . « tx ; topc eHVdebet, addendo exponentes tH x^ ^4"^ -f- • • • 4* '^ = m-{^n. 
AiTumto nunc indice, f u a * '^ &\xe notas {t) literarum aequales ponendoex- 

N 
ponentibus poteflatum tkx» quibus illae iunflat funb: facile apparet, coefiicientem P 

coniponi ex illis ^m^fim produftis lit^eraUbufi» quae ex m elementis feriei a, b, c^ • . • ita 

efformari poflunt» vt fumma notarum fit = m-j-o- .Talium autem produftorum nfUlum^ 

omnlno deeffe poterit, vtcunque elementa eligantur» et quocunque demum eoordine coi* 

locenturi^ dummodo c6nditioni praediftae fatisiflat : fi enim deeffet v. c. produdtum r.s 

. • . ty tum termini rx^ I sx , • • . tx » ex ferie prima iecunda> . • • mta non ib fe 
inuicem effent muitiplicati, quod ftatuiaequit, qiiippe in multiplicatione plurium feriew 
tum quiuis termrnus alicuius feriei in cun&os reliquarum ferierum terminos duceiidus eft, 
vnde pro^uflnm ferierum fit aggregatum omnium produ6i:orum> quaie vtcunqucLformare 
lice^, dnmmodo ex quauis ferie vnus terminus pro fiiftorc accipiatur. 

2) Haec porro produfta titeralia f guae coniunAim efScmnt & , haud omnia reijert 

ifiter fe effe diuerfa, liquet: ea enim pro identlcis habenda funt» quaienon ipfis^ elemen* 

tis feu ia^lQribus , fed borum tantum fitu vel ordlne differunt. Talia igitur prodncta 

aequalia coniungere licet , dum vnum inftar omnlum accipiatur, idque multiplicetur per 

numerum» qui sndicat» quoties eadem elem^uta diuerfointer fe ordine poni^ i.^ permu^ 

tari inuicem queant: tot enim vlcibus illud produftum repetitunv occurret. Exprimatur 

cs (3 v 
bocce produAum, cetctr» aequalia repraefeittans ^er a b^c ' d ...» vbi exponen tes ^, 

j3y 7« • . . (qui euanefcunt» deficiente aliquo elemento) admiffas elementoruui repetitio- 

nes innuunt : tum aliunde (ktis conftat (u) effe numerum permutationum , fiue multitu* 

dinem diuerforum fituum pro iisdem. elemenfis locum habentium» e=z 

>r — ^ — — ^— — -^ — ; qui itaque numerus ceu co^fficiens produfto literali jun- 

. gendus eft, indeque coHfficiens pol^ndmiatis appellatur.- Qnoniam mnltitudo elementorum 
iunftorum ia qoouis produ6h> conftanter.eft := m, loco M-^^PH^V* * * ponere. etiam 
licet m. / ' - 

3) Ex qutbus haAenus expofitils haee iam fponte confequitur reguta, deteroBinandi 

tum ^J tflfi 

cot^fficientemgenefiil^n-f-i (P )poteftat3sn polynomii propofitiy:- . a) 

(0 Hoc vocabulo qtiod rerpondet Fifeheri denominatioD! g^rmanicae, Xarken^ vtor hoc loco ad vi* 
(amiam ambiguitatem, cum exponiittes alio feofa apneUantur. (cf. §. XVII. not. cc.) 
(tt)- Expreflioiiem generakm numeri permtttadonam /blide ^c perfpicue »'^pro more. fuo demonuiiurii 
Cel. Lorenziks (EUmtftti der Matlumatik^ Erfter Tkeil, die reine Meuhimaiik^ //. ^ujg, p. 455.) 
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a) Qaaeratftur methodo fupra tradita (§. XVIII. C.) complexiones rite ordioatae 

a, Dy Cy <4> • • «y ' ' 

. b) coiui^ complexioni iungatur co^fHciens polynomialia fen numerus permutatio- 
nes elementorum combinatorum iadicans ; . 

c) quo faAo aggregatum iftarum eomplexionum literalium (a) per debitos nume- 
: ros (b) multiplicatarum praebebit coefficientem n-|- itum poteftatis quaefkae (ax-^bx^ 

+ CX» 4-...)^. 

* - 

4) ^x. hac regula forniula jQmplex deriuari poteft. Sicuti nimirum complexiones 

rite ordinatae clailis m^ pro fumma m-[*n <fonijiit)ftim defignantur pet ^ M, ita prae* 

mittcndo titeram minorem germanicam clafTi M homonymam m> figno m Mindica« 

tur» iinguias iftas com|>lexibnes dac^as infupereiTe in fuum quesmuis numenun ' permuta« 

tionum* Inde haec nafpitur exprelTio : P ±z'y k(n4-i)=:^m * M. " 

5) A ferie haftenus confideratA ad generaliorem y = a x'^ -j- b x*^ ''* -^ c x; ** 

.p . . . facile transire Kcet. .. Eft ^imirum y =.x^^ (ax -j- bx^ -|- cx^ *!••/•)' 

zs:^ (a;g-j-b%*,-r|r c;^' -|» . . .), pofito x = %: hinc iSt^^vti antea, 

y k(n-J-i>=; m. ^ M; atque y (n-|- 1) = m ^ M . x'^ ^ . 

/'i a 3 4-^. . .x^ 
V», b, c, d, . . .J ^ , ^ 

6) Exemptum. 

Quaeritur dignitatis 4*«« feriei yr= ax -j- bx* -|- cx' -|- dac* + ex* + * • • 

terminus quintus. Pro m == 4% = 4 eft "*'*' '^M — ■D= 1 1 15 

fiue transeundo a.numeris ad literas, ac praefieendo cbeffi- xia4 

. , ^«r. ».2.3.4 . t ^^33 

aentes polynomiales , 2) *D = -a'e -|- ^iaaj *" 

i".a.3.4 ,, . , 1.2.3-^4 a ^ , i_^3.i ,, , 1.2.3.4, a aaaa 

'a*bdH a*c*4- ab*c-4 b*. 

1.2 '^1.2.1.2 ' 1 . 2 ' I . . . 4. . 

Hinc prodit y^ky = 4a'e -^ l2a*bd-{- ba^q* -f- laab^c -|-h'. Ceterum complc- 

xiones immediate pro elementis literalibus exhiberi, iisque ftatim co^'fficiente8 numerid 

iungi poflunt. ^ ♦.♦./. 

B) Pro exponente quouis indeteritiinato m, 

7) Seriemy = a-|-bx-}-cx* -|- dx.''-^ex* -f. ^n . confidentndo tanquam bi- ^ 
nomium, cuiuspars prima = m, altera = bx *^ cx^ «^ dx^ -^ • . •==:.?> 

' fit 
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^»- iD in I tiw 01 "^ I I tn^M. Qi^~ft ^ 1 m^ tn— ^3 , . . • fn^ ni — n n 
^fitx =A + <Ca. p+ a5a p*+ ©a ^p«-{-...+ gla p 

+. • • . Euolaendo iam ^oteftates t? p fecujidam ea, quae de exponentibns integria modo 
f«nt demonftrab (4)1 obtini^tar p =±a"Ax -f»a*Ax*-|-a'Ax'.-|-...-4-a Ax -|^. •• 

P*=&*Bx*+6'Bx'+6*Bx*-j-...-|-^"Bx"+... ^ 

'p5=:«'Cx'4-c^Cx*+yCx*4....-f.c''Cx"*+... 

^ / , n n^. n ■ ^4.1.. B4.1 , 

p =n Nx +tt T Nx ^ +••• 

Inde fubftitaendo ac coUigendo terminos in easdem poteftates Ttf x duftos, prodit: 

+"fl5«"°-*>«B +°«a"~*b'B +'...4-"«."— *6°B +.,; 

+01«% m*— n n»« ^ 
gja ti N +..• 

- ^ -y* ... •+- • . • 

~8) Hincfpopte feqnittjr: y^Ka+i) ^^^C.^^^a^A+^iB.^^^-^ft^B 

^"(£a°* 3c.C-f-. . . -f- "91 a n N, cnius fettnnlae, coi^fficientem genera- 

lem exprimentis 9 conftruftio ac interpretatio ex iignis H^ndenbargianis fatis manifefta eft. 
Coim ea inaoluat eomplexiones Aimmae h fecundam claiTes^ zmani, adam,^ . . n^ua difpofi- 

tas ("^A, **B, . . . "^N); adhiberi poterit i) modus fupra traditas ($. XVIII. A.), daffee 
pro data fumma ex ordine, quamuis ex proxime praecedente, deriuandi. Tum a) iite- 
rae a» 6» C, . • • n, innuunt, fingulis complexionibus eoefficientes polynomiales lungendos 
^efle; praetereaqae 3} complexiones omnes cuiusuis claffis fingularis ^tae ducendae fant 
in co^fficientem binomialem claffi homonymum fiue ptn^ dignitatis mtae, fimulque 4) eae- 

dem makiplicandae ij^a \ ' .» 

9) Pro form» generaliore feriei yirrax^-^-bx^'*' ^cx^*** ^ dx^^ -}-• • • 
co^ciens generalis potefiatis mtae eadem omnino formnla exprlmitary^ qui daftus iil 

x'* *" *** ^ praebet terminnm gefteralem fine y r (n -{- 1) (5). 

V 

Corot^ 
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Corotlarium x. 

$• XXVIL Cnm fonntilapraecedentis $phi (8) etiftm pro exponente m integro 
affirmatiuo Valeat^ aeq^oando eapi formnfae priori (4) obtinetur (V}: ^ . 

^ + ^M - "'5fa"^-'a°A+,"»a"^-VB+°^6a°^-3c°C+..- 

/•" u ^ t • ' ""i n ^ ? * ' • '\ +""jRa°^-VR+.... +"'3la^-''n\. 
\^a, b, c, d, • . .J \b, c, d, e, . . .^ • * . ' 

Qoae expreilio fitnilis eft formulae fqpra ($. XIX. a.) traditae pro ^efolutione claiSs altib- 

ris infummam plurlum inferioram. Dircrimen in eo tantum (;6rnitur, quod hic comple- 

xionibus fingulis claffis mtae i^unfti iint co^fficientes polvnomiales. £ft nimirum pro com* 

plexione quauis z^iTc^d .. . ($. XXV. a.), vbi «4-3 + 7+^+- •• =="»> ^^^* 

. , ... i.a...« . («+0... («+^+y+*.-) , .' 

ciens poIynomiaUs =r ■ 1 j • = 

1.9...« . I.2.».^ . 1.2. .»y . 1.3...0-... .^ 

"'*'"* = (pofitoftsm — ^p, fiue j3 + 7-|-3 + ... =rp) 



l...)9 . •i.l'*.y • i.a.r.f... 



■ • ■■ ■ — « — ^^, i.-e. =:producto duo- 

I«««P I**.p.I...y.l..tfO, ., 

rum faftorum, qnorum vnus eft coiffficiens binomialis pti» dignitatis^mtae, alter — colff* 
ficiente poIyii(omiaIi complexionis b^c^d . • . ab elemeut^ a Uberiie. Hinc intelligiCur, 
a parte ^xtra aequationis pro tn "^ Mfignls 2fa» ^^&h, ^SCf • • • exprimi ipfos 

■ 

eo^fficientes pol^^nomiales , qnos a parte altera poftulat ciaffis mta m M. Quaratione 
fejnper complexionis coefficlctns polynomialis refolui poteft in polynomialem complexipnis 
^aeeftrcfidua, dum ab illa elementum quodpiam leparatnr, fimnlque in co^fficientem 
binomialem homonymum. Ceterum n^* m, manifeftum eft, feriem a pai^te idextra^non 
vsque ad clafiem ntam N, verum tantum ad claflem mtam continiiandam efi*e, illamque 

al^rumpere termlno iDlm M; id quod cum fupra(S. XIX.) obferuatii confentit'^ alqu« 
^tiam ex ipforum cotffficientium binomialium indole coliigitur. 

Corotlarium a. 

/ $. XXVIII. i) Accuratius confiderando formulam (S.TfXVI, $.)f qua pro ^xpo- 

nente indeterminato m co^fficiens generalis n-|-itus exbibetur, quaeque pro exponente 

Integro affirmatiuo aeque ralet ac^pro negatiuo et ftkStOf perfpiciturf formultf illa com« 

prehendi coroplexiones qmnes rite ordinatas claffium omnium fummae n ( Af B, C, • .. •. 

N). Exprimatur itaqtte aggregatumcomplexionum cunftarum fumioae.n figno (C), 

tum formulam iftam in hanc contrahere licet^ * ' m 1. / 1 \ 

y k(n-|!<-i) 

(y) tt Nou. Syft, Permul. p. LV, 9 ; /'•/y». Likrf, p. aj4. 
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_ "ata Ja "(C) 

/ X / . . \ ■ ./'i a 3 . . . ^X vbl quantitu 

fiiftoris inftar cotninQnis praetnJffa pra fingulis complexionibos fub 

n • ' 

(C^ comprebenfis peculiariter definienda efl:. jfjlerifci ntmirum « vaiorem numerlciua 

famere oportet = maltitudinl elementorum lu qnauis complexione aggregatl (C)inQicem 
iunftorum.|.fiue 2= exponenti Claflis ad quam pertinet complexio. Idem Afterifcus vni« 
tate imnucufi litetis 2(-et a communiter fuperimpofitus pro vtraque vim habet exponeittis 

r — i ♦ — f 

diftantiae, fic quidem vt fiat 2( A =7 fRVf fiae pro « = a; 3; 4; . • . n> % a 

— "«^."'(gc; ""©b; . .. * *"3ln; qulppe», 6; Cc; ©, b; • . . 91, n diftant ab 
2(> a> vnitatibus vna, duabas, tribus, • • . « n — i, refpeftu nlmirum habito loci,quem 
coeAcientes blnomiales fuo quisque ordine occnpant, nec non e^ponentis clafllaro, ad 
^uas coSfficientes polynomiaies fpeftant lUi quidem co^cientes aeqne ac valores afte- 
rifci pendent tantummodo a cliaffe fiae multitudlne elementorumi polynomialts oontra 
pendent fimul a liumeris a, |3 7» 2» . . . . , i. e. ab exponentibus repetitionis elemento* 
rum aequalium in fingalis complexionibas (x). 

a) Ex formula n&odo tradita colligere licrt regulam generaUtHf determinandi cofffi* 

dlentem n -f- 1 ferie y =r: a x'^ -|-4> x^ ' -|. c x'^ "^ -f* * * • - *^ poteftatem quam« 

uis mtai» eleoatae. a) Quaerantor nimirnm proiadice ( . ^ 4 • • • A comple* 

xTones Hte ordinatae fumtnae n fecandum omnes claffes j 0) fingulis complexionibns iite« 
falibos inngiintur coelBcientes debiti polynomiales ; 7; praeterea complexronibua ad ean- 

dem claffem ptam pertiqentibns fiue elementomm nnmero p praefigatur ^ a ^*^ , de* 

sotante ^ coefficientem btnomtliltm p dignitatis m • Aggregatum proda&oram 
literalium fic deduftorum aeqoabitur coefBcienti qoaefito. 

3) Qua igitur ratione determinatio coSfilicientis generalis fismper^edit ad inaentio- 
aem complexionum fummae certar : qoi proceffus etiam pro exponente integro affirmatioo 

fob- 

(w) Cbaraftere f (a, b, c, d« . • .% qaem Rpifims ftib nomine Sfoimf iatroduxit (Forninlae de ferle» 
nira rcaerfione demon(lratio ▼niiierfalis « LipfiM //^. 4» pag. i.}, indicatur, IMei jf ^cuadaor 
poteftates variablHs x progtadientis coiflkltalia ^ mc ordlnt % bf c, d, • • , • 

(a) ArthivVt. 416, 4^7. 
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ftftftlttit ^oteftio locnfa inoeiitionis daifis ftDgolarfs ($i^XV. 4.% b<n ^«i^ " ^^i^^ 
denionftratisconihitywvarioscxiftereniodos^ complexiones iftas fnmnMie datfte inneniendi.* 
Hino etiam partes eoefficientem componentes iliaerfo oniioe ernere ac difpbnere licebit^ 
Triplex hic inpiimis varietas obfertianda eft: 

aX Eligendo modum Hindiuburgidnum 9 ctajfesex claffibns dedndendi ($• XVIIL ^ 
' A.)> cbmplexiones per Innolntionem Tecnndnm clafles difpofitaiQ^ exhibentur^ lunl 



[C] abit in f, atque habetur y 



kCn + O^^^SraA""* Y 



fiue etiam =: 



m — I 



m 



% 



m< 



♦ x« 



I f ; vbi iitera minori j , ex analogia literamm ^fi^^c^ • • • fignificatur. 



complexionibus iingulis quibns conikt Inuolutio I , iungendos efle co^'ificientes poly- 

nomiales : ita quidem vt fit jj I = a A -f*!^ B 4* C C -f- « • . ^" ^ ^* 

(3) Porro complexiones fun&hiiie n exhlberi etiam poflVint per Inuotutionefn diriffe' 
texicographicam Moivreo^Hlndenburgianam ($• XVIII. B.); quam Inuolutionem ex- 



primendo litera J ($. XVIIL B. «.)^ fit y 



m 



k(n4.i)=:V"Q(i ) 



a 



m 



# n 



J = 



m, 



m* 



# -n 



% a -i T9 vbi litera j itidem habet fignificatum modo deckratum {cl)* 

•y) Tertio demque ad reperinjidas complexiones fammae n in vfum vocafe pbteff 
Inuotutio inuerfe texicographica Boscovichiana ($. XXV.) , quae inuolutio cum etiam 
litera J iufigniatur^ formula praecedens (fii) pro coefiiciente recurrit. 

Corottarium 3, . ^" 

* ■ ' ■ 

. $• XX:IX. Formulae $phopraecedentiexpofitae, et regnlae illi^ refponde^tes prq 

inueniendo coefiiciente quouia n«4-x^^» vniuerfales funt» atque etiam prp exponente m 
integro afiSrmatiuo adhiberi poiTunt. Pro tali exponente alia infuper habetur formula 



m 



n-fm 



M 



($.3{XVL4),y k(n+i) =m 

(I a 3 4 . * .N; perinde autem eft, vtra harum for- 
a» b, c, d, . . .y mularum adhibeatur, L e. num cbt 
lis mta fummae n-(-m quaeratur, num verp^in locum huius proceiTus fubftituatur in- 
i^entio complexionum omnlum fiimmae n. Idem confenfuS etiant ex^formulis fupra ($. 
XIX. 3.) expofitis apparet,-ex quibus eft - . ^^ 

n + nj.-r ' m — « n 



M - — 

Ci a 3 4 . c .\ 
a, bf C| d| t • ^y 



« n. m 

1 = a 



/'i a 3 4 . . .N • 

\b, c, d, e, , . .y 



n 



J 



Rr 



inn 



-s V 



dum cotnptexiontbns fingcilil^iiflaiSs mjtoeiangantur coefficientcfl priynoiiwll A ; hi^n^ ph^ 
complexionibnrlnaolationttma parte dej(tra aequfttionis reroinaotiir modo $• XXVL oftea^ 
£o f quilibet nimirum in co^fficientem^binomialetti et polynjomialem* Cum vero forsmke 

pro ^ M reftringantilr ad n ^ m I nec amplius valeant, nifi addita limitatione ($. 

XIX. 3*) • expreffiones contra pro y k^n-f*!) P^i* inuolutlonea Jfta limitatipne baud 

egenty fed potiua fenfu analytico fiue j^iMpedu i^^oria^ pro vnijierfalibua baberi pofiunt, 

qu:p{ie-co^fficientibtt8 binomj^alibfis poft tntum-^uan^fcentibus fpo^te excluduntur comple- 

xiones ad claftem ptam maiorem pertinentes* 

\ / - ^ ' " . - 

a) Veaimtamen exfftente th nunierotntegroifNtiroii^quam n, ^refpeftu praxeos ob- ^ 

feruanda eft differentia , prouti adhibeantur Inuoiutignes fecundum ciafies vel lexicognK 

phicae. Ex illis nimirum prodeunt complexiooea indeque coSfficientis quaefiti y k^n^-i) 

liQguIaepartes eodem omnino ordine, ac fecundum formulam m M fiue o^^laflis 

iingularU-mtae- cumque in iftiusmodi inuolutionibus a clafiibus inferioribus ad altiores 
progrefl^usfiaty attendere tantum oportet, vt proceflfus poft inuentam' clajfem mtam finia- 

'tur: quaobferuata cautione Ytraque formula, tum ea quae "^ ^M. quam altera quae I' 
inuoluit» aequa propemodum faciiitate gaudere videtur. Quodficontra inuolutiones bi- 
nae lexicographicae adhibeantur» tum primo complexiones co&'fficIentem quaefitum praei- 
bentes alio ordinedifpofitae funty qnam fecundum formulam alteram; quae claffem rite 

ordinatfim ^ M praebet: deinde quum iftae inuolutiones a claffi fumma nta incipian;^ 
quaerendo ad duftum formularum §. XXVIIL (3 |3, 7) complexiones omnes fummne.n, 
pro valore n>>mreperiuntur complexiones fuperfluae, quaead determinationem co^fficien* 
tis quaefiti haud pertinent, quaeque ipfae rurfus exeuqt in co^fficjentium binomialinni 
euanefcentium. Hinc manifeftum eft, formulis birtis §. XXVIII. 3» f3» 7 pro e^ponente 
m integro affirmatiub qusiefitum non femper via breuiffimaobtineri, fed potius illaa non« 

nunquam (pi^o ilk> m) iufto prolixiores euadere» ac fuperflua admixta habere. 

^'. ■ . . . • ■ . 

Quibus haftenus diftis illuftrari magis ftriftinsque definiri mihi videntur ea, quae 
fimili confilio breUius pronuntiauit hind£nbvrqjvs (y). lure nimirum ia ddidera- 
uit apud 'moivrevm et DOSCoviCKrVM hdc, quofl duos cafus, fpe^ialem expo- 
nentis ihtegri affirmatini, et generatem exponentis indeterminati» haud fuaquemque me* 
thodp, verum vtrumque methodo communi traftauerint: indcque idein aptiffime oronino 
dupHcem exhibuit formulami quarum vna cafum priorem fine ambagtbua fefoluit^ altera 
cafum poi^eriorem. * , 

Corol* 

> 

• • M M ^ ' 

Cy) -^r«*ii;IV, 419. ■. ' 



V ' 



, ^ CorollarLum 4. , 

$. XXX. Qaanqitttn ex baftenus tnditi^ pro exponentibinr tsntmn integrig poiitip 

uls coefficientis expreillo ad determinationem claffis fingnlafis reduci^videftnr, pro ex^o« 

' ^nente autem indeterminato ad inuentibnem oomplexioiHim certae fommae omniom ftcnn- 

diim dioerfas clafTes: exhibere tamen licet formnlam. qnae eoCfficieBS quitibet pro ekpo^ 

nente ctiam indeterminato per claflem fingalarem exprimitun ^ 

1) Eft mmirnm ^ 
y k(n-f-x} =:= 2ia^ a A+ 95a b B-f- ®* rcC-+-c.> 

. y(a,b,c,d,..;) Kw^aZ \ " + *** ** ^* 

PoStonunc i^ fonrnla§, XXViL m=rnf babetnr. 

V a; b, c, 0, • . *.y >• b, c. d, • . .X • . . » 

Quas binaa formulas comparando apparet, pribris iingulas ^partes ^r6dir6 c!x alte« 

rius partibus re(][>ondentibug , dum hae ducantuur, ^no quaeuis or4ine refpeftiue in 

■ ■ i * • 

ITl^ Bl^ W^ ^f^ 

- ^a«-».,^.«~«'. :Ja»-°i . . . -^*"^'^" ' lUinde baec obflnetnr 
'X "» "€ ^ >' 

«xprtflio: y*"k(n-|-i)=ata°* °. ^^^"^ pro fcala et indice^Q^ b' ^ * * * J^ 
vbi £id;pr — — {ub fof ma Hiftorii cotnmnnis exhibitas (ad analogiam figni tt pktres co(»l> 



"SJ 



cientes polynomiales fimul exhibentis , et Jignorum $ XXVIIT. fimili modo adhibitomm) 
diuerfos repraefentat faftores, qui finguli feorfim definiendi funt ex afterifco. Afterifci 
filitem valor pro fingulis complexionibns claffls snN co^fEcientibns ftiis polynomialibns 
inftrufBs^ pendet ab expcfnente repetitionis elementi a» qni quidem fi fuerit r=:n — 1> 

tj — a, n — ^3 » f . f o ,x erit afterifcus * = o, i, a, 3, . .♦. n~ l ; fine'^ zrrV» 95f 
(S, 2)f . • • SR» vel etiam afterifci valor nume^ricus prodit, a mnltitudine eleilientonuii 
exclufo a , in quauis complexione fubtrahendo vnitatenu 

ft) Formulam modo inuentam feqnenti ratione transformare. licet: 

_ 3C m in(m — i)...(in — n + O f.l...ii* — i 

JC«lt — ^ T— * ^— — «— - — — i^ I !■■! ■! ■< •• ■ I I ■ ■ I ■ II I I I 



«^ n i.2%..o Cm-^-i) . » • (m^^n-t-i) 



^i9 • nXetAtvdO^s neVEirmnls isninmt; 






gi 85 m(m — O^' iii(m — 0.r.(m— .n + i) 1*2.,. 



j-gjV n^ nCn-r») 1.2....11 (m — 2).^.Cm — n+i) 



^P/W* ) ' • •• M » ''^^ ®«v **i»*, ^/i^ 



SB 1 ^ u «^^ rfimilimodoiypdlt — =: — j> — 3= ■ _^ ; ^tficporro; vbi 

fitimeffttore mane&te femper eodem lex progrefTus pro denominatore euidens ^eftr Hinc 
fit yk(n-|«^)^c3 a Vsfi • -■ ' '• __ ~^ 1 vbi rurfus diuifor^fonnam denominatori» 



» — *3{j . . CQmmiini8.mentiena cnm afteriitco varios 

(I 2 3 4 . • .S . recipit valores pro diuerfis compiexioni* 
a, b, c, d, .-.-.^ bnfr cbflem 2 nN cooftitnentibus. Afte* * 
rifcus fempereft.=£^i|ftefifi3oprioris,formul«e>(i.) Tnitateau<St&, fiue s multitudini ele* 

mentorum» exclufo. a: hinc pro complexioQihuSi ^uae incipiunt cuma ~ ,^ ^, 

• ''-*• 1" 

»""~^j.. ..«*•,«»#= I» a. 3,'. • • n. (2) 

'' '-. :• -' •' -^— :' ^'torottarium §•" , '^ ^ '. 

. r fjXXXI. .. I) Pofito5.XXVL x=i, feri(isyrrax-fbx*+px34.dx*4.... 
abitinhanc: y = a4-b-f-c-|-d-(-^*- 9°^® igitur hoc refpeftu pro (pecialiori faaberi 
pojteft(a). lam.exiftente primo exponente m nttmero integio affirmatiuoj 

fitp r(n4-0 — m. M . ;- ; . . .1 . .., • 

(I a 3 4 . . .'^ 
a, hf Cy d, • . .^ 

hUicqaep"*y tn"M+ m"'^'M + «."^ + ^M 4.tn"+3M4.. .. =in'M, vbi 

^ charaftere 'M, virgula fignacUflis M a Jaeua adpofita, fecundum HtKDPKBVRGiVM 

ootantur elementorumst» b, c, d» « . . confiinationes nc didUe fimpliciter (ad fummam de* 

finitamhaud refpici^ntes) clafiis m^*^) et Utera m more hadei^us feruato innuitur^^ fin- 

gulis complexionihus. rite ordinatis iung^ndum efl*e numerumy. .qui multitudinem pejrma- 

tationum eprundem elementordm indicat. Liquet nimirum » aggregatum complexionnm 

cnittsuis claflis pro' fumm}s •definitis' omni^fix praebere ipfas complexiones JiffipUciter^ in^ 

quWfVLS nullius fummae eiNOe ratio habetur. 

EaadeQi 

(z) Ad has binas formulas s^nerales (r, 2) nondum exhibitos, qua mihi qnidem ad legem charade- 
^ rifticae combinatoriae lufie et ratis concinne exprefTac videntur, perdiiftus fnm ex i», quaeiAi. 

denhurgius fimiU omnino rattone de formula reuerforia ad vn^ clejfem reducenda obremanit (/V»- 

hUma /oiulum putxrmjiytfitier/ah iiijfrierum reuerJioHem ^ oi/QluendamiaraUpomenOH^ pag. XXL 

CoroU. III.) •,'.,.. 
(a) Alio refpeau /m. BemouWus (Opp. IT. 993^^) et Hmdenhurgius Onfiuitin, pag. 4. $. XV, i. pag. 

43. §, X](VU1, 7. pag. 147.) fonnttlain a+b4-«+d + -*»'g«ntraliorem efle ftatonnt. 



■^ 
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Eaaem%rninla p =r m'M, quin ad feriem generalem (§. XXVL) fecurrendom 
fit, exipde ptiam fequitur'^ quod poteftas mta , ex multipiicatione iterata feriei a-j-b-|-c 
-^-d rf- • • f iD fe ipfam orta» comprehendere debeat partium feu elementorum i, h,Q, iy • • • 
complicationes omnes fecundum numeVum m» admiflls quoque repetitiooibus feu elemeti- 
tis aeqQalibuSy etquibusuis eoruudem elemeatorum diucrfis iltlbus. ' -' 



.- "U) P^dexponeiite quduij^indeterttlnAto tm Imbetur, tI thi?oremktis bi 
fitoq^^b^^c^fd+e/./etjiflumto^^^ ' ^)^ ^ 



po^ 



ni 



m 



mAT m 



• • 



^i ^A» ^B, ^C» • . ..exprimuot Vniones, Biaiones» Terniones ^ . ,. fiue combiflatioiies 
/ifnpUciter chOis lone» adae, ^Hae , . . elemeDtonim b, c» d, • • • excluib ai 



* (k 



) > 



3:) Hioc •pptpet/_def«riiMOfttioriem poteftatHm pdlynomii^p redirl^ ad f&Qeniendas 
c^miiiMitM^^^ ^ifip/i^^. ^iusiii^ cla(!is pr . Qoae quaeftiq oum ad 

fcopBm Boftram miiitfs pc^rdineftt^, fofifcii, fjpqpeotem t^uiam breidter coomiemorafre fc). 

' - ■ ■ . ;r -i- i .•■•>• ^. .-f Clailem 

(b) Nom Sj/fi. PirmHt.p,,^^,if'U:^ ct ^ili(fi.lih/. p, ajo, ' ,. . 

(,c) Poi^. l0hrf, fiag;. 1^4. j Nom. S^. Pfrk^. p. XIX* lo. Hnivmodi etiam r^lam Alf^braiftae, 

r qui de numero combtnatibnum quaefiuerunt » in exhibeodis iingulis (peciebos ante 

i oculos iMbMifle-MMMnvjtroMemoralKiis boctoee inpfliftlB^ eft'/0«wi».^j/M/ iir' cuiiss Logi* 

1 lhf/-ii (LugdimiirMDbUC;.'^.)! oociHTit^.rSoi;'' probiema tum temporis fbrto^oomm» .hoc: "La« 

deosraleator telfefjs.qiKtaart quatro quftes etqiiot modis inter le 4li«ierfi.s iaeere poflit?"' Ati£tor. 

exhibet iBfp^cuKaii tabbia <]».^$o8» 309) mimeromm u 7% S» 4« 5» <$» Vniones, Bii]iones,.Ternio» 

' oes, Quatemiefiee,-. o«mes rite ordinaiaSy l]ai]»pe ipTe praectpit : (p. 304$.) eife "^irpetno, ferutut* 

hm^ VI afqHoUs. noiammirri vttntaior frOMt^dfnttm fe ipfafeqnmuY\ 9t nusfoam tuiwor** . CiaiTes vo« 

eat iabulas, ordines claffium parNs tabuUntm r quas ex eiemeato inittaU difcerfiit» fioguIa.<>; coni« 

plexioues uerfieulos, law de tabula quiuta ex qoarta deriuamla fic loqaitQr: "Fartem prlmam 

tabnlse -qotntae qiiarta iam dfCcrtpt^.facit, 6 ad Jinguios verruum latf praenotator monas, ordi- 

nero qiiintum defcribens. Quem prolongabit d/as tot verficuli.4 , quot habet tpfa qoarta ex fecuiio 

da parte in fitiera, qai iiint' r^tuaginta. Similiter et tr(.ts verficulis 35, tetras 1$, pentas S» exas 

vnico.'* Idem au£^br occafione fumta ab alio problemate curiofo (Qnaeft 92, pag 3ia.) exhibet 

ta^nla<^i ampiam, (p. 312-27.) pro variatiombuM omnibus, clafnum quaCkor prionima Hieranm 

" fex, qaas "vt fit tfaditto^ commodior'* numeris ad Hferas refptmdentib^ 1, s, 3» 4, 5« 6 denotac ; 

cuius tabniae condendae hanc prMbrlbit regnlam , clafTeifi iequetitem derioandam effe ex praece- 

dentet praepooendo cooiplexionibus iUtus omqibos primum i, <ieinde 2| s, 4» (» 6. Obfeniat» 

uumerm» easiatiooom in claire fecuiida eiTe ^ . 6 , in twtia d^JS . 6 » in quarta 6.6.6.-6» ec (ic 

porr^. Ceterumipfe io exorfu foltttioois ait: "a^ >ron[>ru£Honem tabolae artificio noci vulgari opos 

eife ; idqoe tetigi0e Tiafteous oeminem , nec eiTe vc; ^noentionem iortoicam quw expeftet.'* Quae 

badenus excerpta eommemorare haod foperlluum duH^» cojinUber Buieotds (in .Bibtiotbeca Vni- 

ueriitatis npibrae aiferoatus) ilt rarior » atqoe au&oris perftia in jute combinatoria', minus nou eiTc 

▼idestuc.-. ObUmr eum Bomiuat I^ihfffins in ^rte Cifmkifwtqriu fagb s* ^ Ps aofttse sf Ui. Kaeft* 

Ss ^^ 



/ 






*9> 
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Ci^em primatii ^ouftitattnt jpfa elemdtit^. Deinde^ e^c. qaauis dafle deriuatQr Teauf^tiSy 
praemittendo.elementum i^ tom elementa 2> 3, 4^ e^t (ic porro, tcmplexionibus. claflts 
praecedentif,iihguUa, exclufis femper iis compl^jciouibusy, qpae incipiuut. ab elemento 
ininorjy Teu fecuodom ordinem alphabeticum prior,i eo. ipfo^ ,quod etCet praemittendum: 
qua nimimra cautlone efficitur, vt compltoxiones omnes rite qrdinatae.prodeint. Aliaoi/ 
^raeterea regulam tradidit hindekbvrgivs (d)', idemque docuit, quOmodo claiTes 
iikb ibrma tiiuelutp,%iq ei^^^t^ liceat: ^d quam formam hic etiam^ vti- femper» egregle 
gommodam, peruenitur /per r^gjilam Jpfam praedi^tdm, difponendo clafle^ ex fe inuLcelii 
fbcceffiae derioataa (o OT^iae^ ^quemrextmptum jidpofiCtiA fati^ knafiifeftum feddit (e): 

fA 

i » . i 

nnri Gffchicku dtr Mitikematik ftirier mtdtrktrJUUtatg dtr^fflJjiHfJuifim b^ mi dsu Sndi fUs 

xeun SfahrhUndtrts, Btmd z[ S, 46^^ " ' ' 

^6]^ Poi^. Lthrf ^. xl*^ • ' . ^ 

(•) A7c/^f/iW.iaucnti9Deni .potef^atuni polynomii; a-f b^-. c-h^ ••• tta proponlt, vt tff ad euikiemt 

procefram combiiiatorium reducatur, cuius aaxllio polyipomiuni ax 4" ^x* 4* ^^^ *!* <^^^ 4'*.* • * 

' tlettneu^g. ad diPr^ptiAuei^ Iduiirttm aumcrorum^ > Kxhi^fiMiJir io lafimUa (a)^ /pfodt^o 

3 y ^ ' /'"»»• tao • * 

' IT t A^' . . . fperle^ aliqoa fea complexlo eii combinatiotifbaa fim^Utithr c^adw r * eTMentorom' 

-bt e^d^* ;:..itiam>fpoot»!liqiiiit,, efle li^btrmfii^y^^i-^^^l .. paro' Hmyillyhaliismbdi^^itciafbfli Ar* ■ 

; .. lHnc qoaereiidum eft, quot et quibu?: rariijt nfodis Dumeo» r diTccrp^i queat in nnmeroi; iofegros* 

^ut deincep^ nameri literis polynomii b, c» d, . .,. ^anquam exponeptes ion^antur. lam eascom- 

ptexiones i(la)rum iicerarnm, qt&t expooenUs tostlem habeiit (licerlitera^t^ra# diuerfae ^nt), ia- 

ittr tefakitts appeiiat KHgtUus; cuhismbdi i^tar cbmpitxtonibiik iMi etiam refpondtt co^lMens 

*- , .. ^l . .ti X.. :' K. t $ 7 i 

.poiynomialb; Agfrtgatom^tMpitxianalnoiRtor ft^firaiKiirttcunAMNli^-defi^^ c d 

,i^.f yhk vna eompitxio iuftar omntum txpriioitar / ticqQa etterae' dtHuaotur / )ittras tantDm* 

' dantando, exponcfttts i^ruaado. iLiusdem' obAk^uatiotiift menttacm .iHlam fecit . Jj m d ni bitrgius 

. ihtfiHit. $. Xili» 7*'paf 726t. §' ^Xll, 10. pag. 99-^91'.)» tas.com|riexiQafa» quatJHlRj^WMaadiutit 

.^.fimiitt^ iimdtm gitttris. nutKVip9»s {p^ 13. $. yi.)' Qcumi terotituter «iitfttts toqpiicautrit, qtio 

. ' paJEto ex^ voa tomplexiooe rofiqaas rtpratfttittmtt^ hae jpfiit (tx. gttttrt variat Jptsitsi fiht deri- 

iiandae, pauca de to atidert haud (bpcrllimm.vidctiir. fSi quid^ ttcponentts /3, 7, #, . • • (.fiue 

imnieri ex aliqua di (ctrptiont r« r orti» cfatram iQullitudn fii ](> omnts iottr fttdilleraAI , tum 

-«x littris polynooiii b»'c, d» t^ . , fomiandae Aiat omn^ «^trnr/rMrfx (combinatloaes cum permo-. 

tationibas.^ claHis k , txthfis rtpttitiomhui ; quo fado llterts (Ingularum complexionuni jungco* 
de exponentes )3. 7, ^9 • • •» obtinentur onmes fpecies eiusdem gcneris. Ouod (i vero inttr nu- 
^ . mero» /9^'y, /, . . . reperi^ntiir ae({i>ales » tanc i(io modo prodifreiU compLexioncs ijteracum pro 
identtcf^. habendae intideiiue iuperfluae (e. g. b c^ d^> bd^ c^). lu diCcerptione rummae txponeiw 
■tiunvCfi*^ aume4*i r) ratio iimuf babcri poteSL^trtHutati^ump ita qnidem, vt fttmnxae^deljoitat r exiii- • 

t^9Tit9r tfatia$f^kts(;Ftl^.Ltkr/. pag. t^^» rq.^,-raM pro qnauts complexiont nmnerica«clafns k^ 

.ibffi>cit» ivptrirt cofi^itMitioiits Jittralts (rite ordiliatas) dusdtm daiili^ tx tltmtnti^ b, e; d, . . • 

' txchifls repttttionibes: lCar qOibus hafttmis d'M9 tfHci virtemr, obrernationts iftias dcs diuerfis 

generibus et YtifttS' indt peodenttbos' l^tcie6os ri^ira pra^cimt dtfficultatvbus h and ' exigiifiipremif 

■ hlncqut ftrte faraeftare, io tuoiaiiMt adoali potellatitm poiyiiomila-f b'^^'^^*'**» a^ifbeado 
a df(¥M7>t!oii^ numtrorvm/coaybinatiohts (impycttcr idhibeto^» quas ^onniiia'(a) txprimit. Alio 
aattmftij^cfttf iUa abtetuttie men^abyif omtihto^ mc ata* vtH^ tH^ «idMbr ,' diiitrfii gtnera r«'> 

" ' I perire. 
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Schotioh %^ 
' De MoiVREi tbeoreffiate polynomiali 

(• XXXn.. De proceiTu combiDatorio , quo vfi funt MoTvkEvs et boscot^* 

Ckivs ad^i^i^i^ndHtti coSf&cienrem fi -(^ itBin pro exponente indetermiiiato m, 1udjc«£e 
licebit iam ex formiiiis*(0) (7} §.'XXVIIL 3« in memoriam renocando ea, quae ^vpra 
(%. XXTV.X3Cl^0 expofltaf Tiint. Quare fufficit, de Ibriitionibns homm Analyftarna 
fmnca tantum «diicert. . , '» ' • , 

'QtUknquam n«nia'do&rlnae combioatoriae cam ^eoreitfte^ ipotjilomiali lam 4Hiee 
MoivitxvM baud eflet ignotus (,f )f propria tavien funt tftj^ wflgnia huine Analyfta^ 

"• * • in 

' i>erir8 > tx quibi» ftatioi e tiam diuerfi «officifntw polynomUles innottlconty qof pfo oninilra» 
/padebus vtutouiitisel varitofoU locom haibera pQflbnc (/i0wtfH^ ptig, 90.}: quippe fingiiiia Cpe» 
ciebus einsdto generis idem cdmpetit co^fficiens polynoroialis. ' De modo, quo bttftiUtteMs termi- 
pos tpfoj^ Aue ptoduAa liferaiia poteftatum polynomii a4-b4-c4'^« • • quaerittit» cf. JtijM/. f» 
XIV, 37'' • 

. (f) {am anteaquam fftui^nustht^ftm^ binomiale ftib Tor^Ai vniuerraH exhibuiflety Alsabraifhbt in de» 

fitiiendis poteftafibttS ' blnomii ime|^r1sy ' cotnbiliationibas ac .pcTmutattooiiHu vii foifle irideotor. 

' ' i Kec mtooaiiota foit regola» ^dettHDinaadi tmmerum pftmuiancmm rerom qootcOoqoe admiAs eu 

iam repetttionibos. lliiic Moiwrems iftiosmodi regolam tanquam .vulgo cognitam (« rM9 4om* 

mcnh} givem) cbmnwmoVoi. Qttod pofro Mjfiatfktmfi poijfmamiaUm attlnec eat nomero permuCatio- 

nuiif derinaodom» de iilo aote Moiprtum medicatui'eft LedmfHms: Is oiairoin ptr licceras (•f^ Mail 

169$; io LtibmiH^ BttmouttH Commerc.T.I. p. 47.)-noociaait Bemfmttio\^* excogitalTe Ib oiim 

• ~^ S •'' • j * > tt /S y 

. rtgulam » defiaieadi nufntrvm co.eifideiittm cuiusuis cermini (vtlutl a b c . .. . ) to pplyoooMf 

,' '• ^ '&'4*'b'^c4'd • • pottftatt qoacaiiqoe occurreocis. Refaipfic BermouiUms (^^ lon, 1^9$. i.c.- 

'« .p|» Si4^) fibi qooqoe.rtm CeaCanci Uiico lo mtntem venifle reguiam deAderataio, qtum Lribmitims 

, .dbio^wpt (p. 6d;) a foa ioefli^ oop aWifdeoirni., 10 ibrma tanuim diuarfam» agoouic, Quod 

tamen ionentum neuter Curo cemporis publicanit. Moivrtms autem fub £ilem fcfe ctmpos» clitort^ 

oMCis Wnomialis Neotooiaoi extendcodi catifla, formam polynomii generaliorem (jklL^hx^^^tx,^ 

4-dx^ -f • • *^ aggrcffos 'tft, io toioi fohitiont otiam coWcicacis po^momiaiis oxpciMoaeio 



V 



ii) perficiendo ^IIo theoremAte merits. ' U enltn dircAdeBS a (brma polynomli* v — a -f*^ 
-^ c -}-'d,^ • • • per combinck&ones fic diftas JimpJiciterttd&ntB, primus, ^uaDtam eqai* 
dem fciam^vrum combinationum fumntat definitae in extollendo ad poteftatem quamois po- 

Jiynomio formae artertus eiosque generelioris y — **x -[* '^** H" ^*' ^ ^** "!"• • • 
oftendit. Feliciter nimirum animaduertit» litera$. a, i>i c» • • • tiotando numeris ex or- 
dine r, 2, 3, • • •, co^iEcientem n-j-itum poteftatis cuiusuis lotegrae mtae feriet y prod« 
ire ex compkxionibns c'aifis mue fummae n-|~m^ iungendo fingulis iils comptextombus 
numeros multitudinem permutationiUn eorundem elementoram ittdicantes* Quaoti 'fuerit 
momenti ea obferuatio. fatis nbtoin e(h Moivrev^ antearhaud omnem ex illa fru« 
(t\kta cepit. Supra iam vidimusj qualcm ille regubm pro inueniendis iftis complexioni- 
bus praefcripferit: talen^ fcilicet, qfuae^coisiiicientes poteftatum etiam pro exponeiitibQS 
non integris * affirmatiuis praeberet , cuiusmodi exponentes primo ihtuitn jl regula prolr* 
fos i^xcluft efle videbantur, Vi^ luiius' regiilae complexiones (^Gi^e produfta Itteralia) co* 
efticientis a4-iti reperiuntur, dum cbmplexiooes coef&cientil . nti omiies ducantur ih 

; j)orrQ complexiones coefiiclentium praecedentium 11 — iti; 11-— a^; A**r.3?f 



• • • 
« • « 



a 
•• • £ d - e . •'1'' 

Badltiplicentor in /aftores ex ordioe fequentes : — :- — ; -r-; •^ exclufis coiosois oo« 

. ■■ * . " a a a • •• ^ ...... . 

lifficientis iis complexionibos» in quibus occorrit litera faftoris refpoodeDtis immenitQrem 
9fl^ilinealp)iabeticii^praece4^4*r. Cp^fficientempolyiiomialeQi pra oomplexlone feoprodo* 

fto fingoUri a°* ^ V^t^&- . . • ' (vM p^ (34-7-}-^+ • • •) exhiboit moivrbvs 

*•• , in(in-— i)(in— a) . (m — p+i) . « 

formola — -. ■ ■- . ■■ ' ■ . — , qoae ita w comparats, vt^xponentis m tan- 

qoam nomeri Integri hon ampHus ratio fit habenda, cum foflicfatnumeros 3, 7, ^, • • • eo« 
rumque fummam — p eiTc, vti femper funt^ numerqs integroi. . Quanquain ex regula 
modo exprefla in definiendo co^fficiente aliqup recurrendum fit ad coefficientes omnes 
p^aecedeotes , exii^tamen, quae fupra ($..XXiV.) adnotatafuere, conftat, MoiyRi^vM 
luod f ugiiTe , quemuis coi^fficienteni independenter etiam a pEaecedentibus affignaf i poife. 
rf • '.f.* . . ! \.x '•• « .r _ Prae- 

dedU» aamqne ad txponeole» ctiam ayoQ iota9ro.s afiirmaliaos fmeodk. Qu^ fotiuionem duo- 
) .'. .buaannis;|^9ft(.i697) pnblkauit auaor ia Trif»«^^'«ff^^ i%#^^ pag. 

iii- .^19*<9)* Qa^c equiden^ addenda 'duxi ils7.qu4e.de |loria rep^r^ i^mihMomiffHff^ metkodi 

Lfibnitio potias quam Noivrto (ribuenda, nionuit Hindefibsogitis {/nfiHfirn. p. 29 ). Exinde Itmul 

''" intelligitor, quo ture lok. BemouUius et ipie id^m fibi inuentuifr 'ddfchbat , qUod 'vnir' -etf m tbeo^ 

* remate de reuerfione ferierum I/trmamo ptr iitteras commaiiieaifeTe' refert-^Op^. Volt.lV. Nr* 

CLXViH. Obfcruationes in Moivrenm» p. ii^rNr CLXX Rem^r^ues fur leCaic; biCeffl. de M. 
' Stooe, p. 1730* Ceternm in JM/tiiif et' Btrmottilii '^lhoMs ytHct 6t co^cieirte nanierico fermo 

; aftf.noo item de exhibea^i; finguUc /pedebus (a >: c . . .)• ''^M pNidoCt^ fpGs l^eralibus poie. 
• ilatiim polynpmii : quae fpecfes quomodo per tmhim^ioms ^i^d^rtffr .eujolofijclaej.fit^, accuratfus' 
•ilendit /MfobM BirmottiliMs ; qoaa vne e^m cx Moivrei formuia pofito xzzzi derluare Ucct. 
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Pmcterei idem ^bferusQit ; cam miniiftntur etaoieQtorQm h^ c» ii, . • • aotae nutnerlcfte^ 
qtuieui«'Vna vnltate» tum complexion^fl ex his elementi^ (feiundip elementu a) eafi omnei, 
qitae oo^fficientem n 4* i^utn conftituunty praebere fummam n ; vnde in locum daflia mtao 
pro fuqmiii m -f-^n , cuim vfus. itnmediatue per rei naturam ad exponentes tanCum integroa 
m reftri^lufi eft> Ajbftituere licet inuentionem complexionum qmnium fufnmae definitae n, 
qui procefTus combinatorius femper locum habet. 

ft) Quae poft has etiam obferuationes in Moivrbi folutione defiderari adhnc pot- 
erant, feliciilime ea fuppteuit hindkvbvroivs. Qoi nimimm acutiffime animad* 
uertit, feparnndo elementum ay^.complexiones iftas.^fummae n in moivrbi formula or- 
dine lexicograpbico efle dilpofttaSv easque oftendere inuolntionemy cuiu^ conftruendae 
regulam facillimam praefcripiit. ./^/icia^.porro, quas fic vocat^ Moivreanas^ i. e. nu- 
meros produftis litteralibus iangendQS>jefoluIt lo co^ilicientes binoiBiales et poiynomiales, 
ilcq^e fponte dpdu6kus eft ad formulam alteram fupra commemoratam ($• XXXVIIL 3« /3) 

/^ ♦ — *\ 

y. jt (n-|-ri) = V 2(il J^ ' ' > J, iumcqoeob expeditam otimtno inuotMtipnis le^ 
xicographicae conftruftioneoB vln^efe iudlcaait (aciiitate eam;(t. c« (t)^ qito primo.ipA? 
ex Inuoiutione fecnndum daiTes deduxerat (g)« 

, * • ^ » .- - - 

• . » 

De Boscovicuii formula.pro polyqomii poteftatibns* 

' $. XXXIiL Qirae id^ fbUitioQe Motvreana impe^fefta: vldefaantur, oa perficere alio 
nfodoagg^ffiiB»eft «ascaviCHivs. Is nimirum fi feria ^Ki^R-l"'^*"^"^^* r|-dx? 
.*^v'i » exorfiis^ '1)4(1111 ab initto fitena b;.c; d; • • • exdoikpcinia a» notat numeria 
14 a;<3; ^'« v. Tum^ifoferaet^: poteftetem.fiviei-y^cxponeDtts.cnin^ m comr 

pieAlmnneftm)oHvs^.i|uae ^uidem ex iingalis>membrisiferiei, etlam-repetittSf conflaripofw 
funt; porrdfpoteftatis-^iusdepi.ftciindum eacpbtieotev tS x ordinstae y» =s M t)-*MU 

^ Mjixi 4. M"^' -^\ ': . ^.M^x*^^ . . ; mmbrnm quoduis M^x' comjronr ex 
produ6Us odlnibus m faftornta, 

^o ^nibus fuerft '|B i^; 2^ + 3 ? -|- . ^. i=: fa; hincque co^fficientem generalem M 
cdmprehendere elementoruin!jbf, c, ^^, . /, comjplexiones quasuis fummam n efficientes» 

fiisqne ileinceps compl^xionibu^ fingnlis pra^ter a ^ (exiftetite prz34*74'^'f'*" 
5s *nultit»dini ,eleme»tofuift) iungeqdu«).,e0b debitum numerunn permutationum — 

tn(m— - i)...(m-— p4* O A * • ■* • 

xhi:^r\^A\\.*y 'V i,r:i V' -QgPy^'8^^^^ .^^^VJiKy^ pbiter t^ntuiri obferuaffe videbatur, 

(t) -rfr«<w IV, 394. .:....■ ^- . ^ 



/ 



/^ 



idipfam pro bafi folutto«T« faae pofoit bo^c oVic Hi?g; indeqtie etittn regtiUnt trfttfu 
dit, cbmplexlones.omfies certae famoiaea independent%*r ii famtnig ininoribQs inuenieBdi, 
tiutpi ipftm regnlam fanra &tl8 ample expiicai}imus. Haitc itaque fioSCovieHTf tA^ 
tionem kreuiter exprJmere licet /ormula t-ertia fiipra (§. XXV^I. 3* 7) tradlta: * 

f k(n-t-i) =r C*'^^ a)a™"~* °J, vbi litera J denotatur Inuolutio fummae n in- 
uecfe iexicographict , et co{?$cientes pol^nomiales fecundum hixdsnb vroivm refo- 

iuti funt in binomiaL^ et polynomiales , ob ■ ; C ■ s=r { 

— . — . ■ ■. . ,.: ^ — ^ r-r — = >>1>. Ceterum boscovx* 

CHivs wnfidcrationem ctaffis Jingutarh haud prorfus negtexlt, regulam vero, illam in^ 
nishiendif dedit vruiminus aptam ($! XXV.); nec etJam eafus* binos probjcrmatfs (J. 
XXVL A. B) f qpi refpeftu exponentLs fiue Jntpgri - affirmatiui fiuc indeterminati looum 
iiabent, fatis i^uicem diftinxit': (ii) quanquam ipfum haud efFugit, fbrmulam fuam ge« 
neralem applieattm «d m nnmenim integrum affirmatiuum maionem quam n, partes fuper* 
^i y^g h<i[iifcy&, li^ruinqu&omiflLttae illam.pompendiofiQfemireddi (i}* 

Scholion 3. 
lACOBX BSRNOvtLTi euolotio poteftatom- polynomii p — a-|-b -|-c-^ d -}-..« . 

§. XXXIV, i) XACOBVS BBRKdv^t.T-rvs accepto nuntio de n:oivrki fplo- 
tlon^ dnpUcem modum tradiditf poiyndmiam a-(«'b-|-c«-f'd*^ .*•• (quam fociilam Hoi- 
vreamtax -f- bx.^ -f* ox^ -^ cLx'^ -^ . . • ^generaliorem eflb pntabatX ad*poteftitem'fflrdl0^ 
fnitam attoilendi (k), qnohim alter ex comfaSraidonibus et permatationibw deriuatm 
eft (1)» quem quidenl vix' breuiua diifcfibere licet., ae ipfia Anftofia "i^erbiat *^Quia p^ 
''combinationcm.Dofirinam (vide.StoohaAipen meam Part;. IL Cap« 8«) difcimas, oiembni 
poteftatis cuiuSQis Multinomti aUcains aiiter non f xprimir^ nifi. per qMOeroationem vom« 
biaatioQnm parils radicis^ faftarum fi^cuiidum exponentem aequjilen\ poteftatis iodicl: 









(}k}.Bi>ss0mhfis'^olku^nem fuam prlAfio piit> exj^uente integr6 affirmaHil0 deduxlc, «am^qiM 'flelftcq>a 
ad qaosuU exponeates es^efadit/ faaud (amen addita' demonftratione 'Aiftcieni^ (Ariluv IV! 411.). 

(i) 1. c.pas, 262. $. 21. ,E. cofa .f^cile a Yridere» che dre la potenxa, m^ffia «n 9umtr6 dete^iiiata 

' pofitivo-intero , fi fcemerk la fatica di motto; giacche (iovranro ^iiettarn tntti i modi di conipoflw 

il numero n, ch« abMatio ifunero di parti maggtor di 1n ;'.mentr^* in «IBmodl ft kvrebbe net tiui 

mera^re mr— m=ro: p^ofto poi neglialtri per fii \\ fuoimmero, li. 9iid$r?({bo vari oui^er^t^f 

da'denominatort, e U calcolo'diverebbe aff^i piu rcmplice. ct. Gherli L c. pag. 3^4* 

(k) iac. BimoulUi Opera T. il. Genetiao taOCC^lJFV. N. CUI. VariaKffiAima. ArtiblL Aaolteie 
Infinitinomium ad poteftalem iiidefinitam, pi^g. 993 feq. ,,r^ ' -• 

(1) Pe fcciindo mod</ hifto complicallore pe^difl^HntUtione^ etMiiftograt7o4(ies prqceile^i^te» aioi^fi exy 
pofuit Hhidtnburgius Infioit. $. XVZI, ptg, 47-54. oftenditque ^us tiexQmciuii ibrauU^recumote 
infra (J. XXXV.) dcmonftranda. 
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KVB oE^ttonLVTioM: M^irjmovvu pxr «kbibs. 
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'y.eUA^ 4Ci^ poteftatein m^ multlplico a per 1 ; a 
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'y^oeilidlMifrm vHro ^imiitil cuioiuis exprtini, pei« jramemm fiermiita^iofitim-ikterefum 
'''ilklitt termitmm cofiltitvetitltHiiV tdcirco fi ierief bonQergene' a-f-b-{f-c-r|*d-|-e4*<** 

per fingntaa reliquamiti h, 
c»d, e» . • ;; i ptr 'fiogulak bkiiones caeteraram bb» .bc» bd, ba; • • « iiee 

non* cc, cdy ce» . • • • ; a . ^per fingular earum terniones b*, b*^ bM . • • 

bc^, facd, • • • etcy et ita confequenter, quou^^i^progredi necefle fnerit ; hacraHt^ite 

•■ .•'.«■ 

•n \i \ 

(b4.c+,d4.«4-|+g4iV..)a"*^^ ^ ^ 
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i' 



rt i 



4 • 



bb + bc+bd-fbe+W,. . 
- «4- cc -4" cd -- ce , . . 

b? 4- b*c 4- b»d 4- b»e . , . f a 
' ; lic* + bc<r.,.( 

■ . .. •• :.■■•' 1 .'.it ' 

,b* + b'c4-b»d: '.\ 
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u> l 



^9, ^ 
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''Cp^fficiens cuiqsque termitu innenitur», dbnfiderando nomerum permotatlonum liten* 
'Vum qootcunqD^ ^f ^ <^ ^' • • V 6Xnmto p-|-q-|-r-f-s».«zr m) generaliter tlCe 
rf^rrwsTfT— T- . •»....,;.,■ ' X bpc eft, £|fta diuifione per x • a 
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1.2 •••4« i.2p.*r 



. I. a .. .s 

•*rt . 'r: 



I ..... I 



a) ,Quae poft hanc Iblntio^Hn B^rDouIIIanam defideranda adbnc eiTent, oftendit 
HIWDKNHVKGJV? (m);^ ea^ue ex omnl parte fuppleuit." Diftinftius liimimm^docuit, 
ipKmg4<^rPcwbinatiQi]teS| ipont^^tioaes^ conquat^rna^tlones « « • iiteranuD Eolynomii, fiue 
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etiam 



(fto J^/. $. yni f a^. 14. 






3X8 nACTATVS/DERETinfilOlCS SSItXjRltVIA, r: 

etkm i^ctet fiQgnlae pro dafll inAe&nksL fo^ afta (iiit eadlttendae./ii) ; Mtfder ema 
BC]tiSfOvi^i«ix deoionih^atio.craiais^deriiiat^ fitex'coiifi?terarioDe.:m fepetJ* 

tae, etnumeri permutatioBiHn^indeque pro expoaeqtibus tantum integris ^fiihnatiuts 
ilrifte valeat, HiNDENByRGivs' ope theorematis binomialis rigorofe o^tidit(ojy eai* 
dem formalam (refhloendo taatum.foromlaaix coeffioieiitig 'polyoomiafis ia coefficieiltem 
biaomlalem et poljfaomialem ) ad exponentem ciuemais iadetermiaatum eKtendi pofie. \ 

'" Problema. 

$. XXXV- Seriei polynomialis yz=z a -|- bx -f- cx* 4"^*' "f* ^^* -{"••• P*^ 

teftatem ^namcunque mtat^ per rormKla^ r«jiriT^i^/^ eiioiuere . 

^ - / - SolutiOt 

(n) 1« c. $.Xl. pag. 17 fq. ln\Ati4 dmhn,^ ad quam ablegat leftorem SemoutUnSf occurritp. 113« 
(cf. p. 83»y<^^^^ inuetiieiidi combiuatitmes , quae quoad effentiam coufenUt cuffl-reguU fupra 
• ($. XXXJL. 3 3 commemorata; 

-^ , V . . ■ ' f . <. . . 

(o) $• XV. pagc 39 feq. In eo adfentiri vix^ poitaniUin(i€nhurgi& Cp'^* 40. p. VIII. praefat.), >quod 

BefionlUus de exponentibus fradis et iiegatlui.s haud cbgitauerit» nec cogitare potuerit ''ob co^T» 

ficientes polynomiales ex permntatioAiiAi ^afielate deduftos eamqne' ob cau^ara numer» iDtegris 

pontiuts vnice aditri£lo5**. Namq^ue Bem^itlius ipfe fpmiulain^ (Uani fic efle r^ftrtngendain hanit 

monet» vernm potius repetita vice cxponeiiteni hidffimiuni appeilat» atque etfam codffHcientis po- 

Ijrnomialls talem expreiHonem praehet • in qua exponens non necelFario tanquam numerus integer 

pofitiuus coiiiiderandns eft \ nouimqs praeterea 31oivreum itideni qaae prinfo pro expoaente inte* 

gro affirmatiuo dem^ftraverat» difertis vevbu ad alios quoscnnqoe expoiicntes extendiOe. Con- 

cedendum fane eft , hoace Analyl&s formuiarum^ ftiartim extenlidaem Laud rigorofe demoBftraiTet 

id qiiod inde maxime expiicandum '^idexur*,quod tranHtus ab expooente polynomii poteftatiim in- 

tegro aflirmatiuo ad indeterminatum fiat per tlieorcma binomiaie, cuius ipHus demenftrarionem 

vniuerfalem rigorofam emnibttsqu^ humerts" «bfoluram» qu| dederit ante Kat/bterumf equidero nout 

nerainem. Aliunde etiam xonftat { ^^ndem Geometram aiiis quoque occafipnibua Anatjftas de 

non niminm fidendo indudioni^ fed <finnius adftruendo f ropoiitioneir vniuerliiies , iure fup «dmo- 

• nitiire, ipCuniqujp leuerius/ quam.fuerat mos, de rigore demonftratlonum methodique concinnU 

tate foHidtum fuifte. — Ceterum ficuti coeTiici^tes binotfiiaies efiam pro exponentil^iis fradis 

' .' el negatiuis accipi>intur , ita nec repugnare videtujr . cocf/lcientium 'polyae^ialium notionem exn 

: ' ^ ^ i ^. -- /*« ••• *^ -'m"— p';S-ii '^'^^^ ■ 

' tendefe, et pro exponente quouis fn etiam nen Integro pofttiuo, prodndi a ^ b. c d • . , C^^e- 

nofantibus literis /S, y, #, . ; . et p r=i /? +^y +*? . * . fetnper numfixM. infegro5)'?dffBSientem 

, . • .. w> (m— - O». • (ni-?^p+ O I , ' 

polynomialcm appellare nuinenim — , ^. ^,; qiiin is refcfTuendus fit in coe'fll* 

cientem binotnialem et polynomialem ftri6^ius (ic dt£lum: quamquam probe fclam, lianc refolptio. 
tiem alio refpe(tn in fonnuti^ vere combinatoriis' necefta^Kim fffeh Quare apta omniuoeire vlde* 
tnr fonnuiae coefficientis' polynomialis ea demoiirtratio , quam. ex theoreinate btnomtaii » nuiip re- 
fpedu h;^bito numeri permutationum , tradiderunt Cajifi/otttus' ( i. c. p. 30 fq! ) et ' Sthoeuie^rgius 
\hifinit, J/Xill. p. 19 feq.). Refohitionem hac via tnulPiitaiiiitoJ^dentiK!^' pol)iibi«ifialia>)hfki«erdf 
' biuomiales ad ipfam etiam computationem in numeris maxime idoneam effe, monnit Wudenh^t* 
gius iluf, p. 35.), cul vfui apprime Inferuit tabula nunierorum figuratorum ab codem ejchibita 
(.Tab. IJI.'U c. p. 162.165. Toep/erl c p. »2. iJS')- *' ^r^ *' V < ^ ' 



I 
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/ ' Solutio. . 

l) Cbefficientes feriei dafcae, a, b^c^d» ^.. exprlmantiir pt r ykr, yka, yfcst 
yk4, . . ., quiubet r-(-it««, qui igitur in.x** duftus cft, per yk(r-|-i): Cc vt ha« 

beatury = yki -|-yka . x + yks.x* ^-yk^. x^-f"- • • +y'^(^+')*^+ • • • 

+ yk(u+l) . X +'. . . 
Denotentur porro coSfficientes feriei quaefitae fiue aflumtae, in quam euoluitur.poteftas 
inuferiei datae, iimileoi inmodum, quo iit ^ '^ 

y =y ki -|-y"*k4Z.x -f.y^k3.x* -^•y"^'^^**' +• • • + 

m. , t V n — r . ■ m, • « ** n 



^y k(n— .r4-i)x +-*?+y k(n-|-i>x + . . • 

Tum folutio problematis eo redit# vt pro hornm co^fficientium afTamtorutn valoribus for> 
mulae inueniantur , quarum ope quemlibet ex praecedentibus definire l^ceat. 



/ 



s) Quem in finem fumatur differentiale Tfif ym^ eritque^ diuidendo per dx, . 

■ =y ka-f-ay ks.x + ay k4.x*-f....-f-(n— r y k(n— r+r) 

d* " n — r-~i I , m, . , ^ n — i , 

.X ^...^ny k(n-[-i)x -f-.»* 

fiue multiplicando per feriem y, . 

(yki -f*yka.x -}* y^^S» x*-|-..#.*|-yk(r-f-i).x ... -}-ykn.x -f- .. .) 

(y*"ka-|-fty™k3.x4'3y*'*^^4«**+*»« + («* — Oy ^{^ — ^ + ')^* '~'i 

■ ^ ^ +..f + ny k(n4-i).x "^ +••*) 

mdy oi 

— .y 

dx •'x 



• I 



r — I 



~ m(yka -{- ayk^.x + syk^.x* + . . . -|- ryk(rr|-i). x + • • • 

^ +nyk(n-J-i).x -f- , . .) 

^"^ki-l-y ka.x-^-y k^.x* -{-•.. ^-y k(n— r-J-r).x ~ +••• 

+ m. n — i , V 
y kn.x +...) 

3) ProdnftiSf inter quaenunc aequatio eft inuenta» per maltiplicationem euQlutis, 
CoS^cientes earundem dignitatum tSx vtrinque aequandi futit. lam vero meftibrum a^- 
tefatrius produAi illud, quod poteftatem quamuis n — xtun «rSx inuoluit, conflatur^ 

* 

r "— ^x r 
multiplicando terminos vnius faftoris dignitatibus x^ ; xV; x^; x' ; • . . x vel x ; 

... X } aStOiMi fao qaemQis ordine, ib tenBioos attertM fitftoris cam digaitati- 



^tO TRACTATV8 0S UVERSTONX SERTsiltrMy , 1 . 

bns X ; X ; X ^; x ^; . . • x vcl x ; • . . x^. Hinc 

aeqnatU tnesibrornm co^fficientibas prodit : 

yk j . ny"k(n4. i) + yka . (n^ l^y^kn-f yk^ . (n— a)y k(n — If) + . • • ' 

-j^ y"k(r-{*i).(n — r)y k(n~r-|-i) + • • • 
-f-yk(n — 0,ay k3-|-ykn.y ka 
— fnykfl.V^^kn-l- amyks . y*°k(n~i) 4-3»^y*^4«y k(n — a) +• • • 

-|- rm. yk(r4-^^)- y J^C» — r-j-x) ^- • • • + n»«yt(n4-0y ''i 
fndfefity^^k^-ii+Ozr:, 
(in— -n+i^yka.y kn-}-(am— n-f-a)yk3.y k(n— i).f(3m — ^n-j-s^yk^.y K(n — 2) 

-I-...4* f™ — n+Oyk(r-|-i) .y k(n — r4-i)4'-'*"l'*^"*y'^^'*"i"^V ^^ 

\ ^ nykl , 

Hac formub colFfficiens quilibet n-f-itus poteftatis m^ae po}ynomii ciefinitnrperco^flScieii^ 
tes datos polynomii ipfius, fimalque per coefficientes praecedentes eiusdem poteftatis cun- 

ftos» aprimoinde, p ki» vsqueadn^m, p kn: ob qnera mKr/nm ad« cofefficientes 
antecedentes formula recurrins vocatnr. Sic itaque co^fficientes quotllbet fucceffiue, fuo 
quemui»>ordiaf, medofimplidietregulari eruefeticet. 

Schotion.' ' 

.§• XXXVI. I.egt» modo expofitae^ qua co^fficientes prc^ediuntur» et qnisque 
eomm pec praecedentes definitur, primn^, quantum equidemTciam, mentionem fecit 
OEORG cHEVNAEvs (p). Eandem legem tradit w. jones (q)rhaod vero addita 
demottftrationev necjbrmula generali, induftione tantum vfus ex fex prioribus coSfficien-^ 
tibua. Reperitur praeterea fauius legis inueftigatio ex calculo differentiali, adhibiti& diJfe- 
r^tiatibus logarithmicis « apud ErLERVM(r)« Primus autem, ficnti theorematis bi- 
nomialiSy ita -fimiiiter omnkio theorematis etiam infinitinomlans , forpiula ifta expreffi, 
demonftrationem vniuerfalem ab omni exceptiohe liberam exhibuit kaestnbrvs (s). 
Demonftrario $pho praeccdenti tradita cum Kaeftneriana quoad eflentiam coniienit f forma 

tantum 

(p) Ftujntmm Miihodmi htierfm Londtn! 1703. p. S?» 5S* Reftrt da hoc libro ifindmhir^ (1°^* 

nit, Dign. pag. 54.) 
fq) S^nopfis ctc. pag. 173« • 
(r) inftitut. Calc. Diffcrent. P. tt. Cap. VIII. J. 202. 
(s) la P^ogfamm^ti Goctdngae 1759 edito: Infinitinomil ad poteflatem ' indefinm» eleaaii fonnuhi; 

cf. Eiusdtm uiHah/fis des UnindUihfny j. 5^. pag, 41, Te^. 
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tantum /differt> vfa praefertim literae k co^fficientes diifig&antis*' Similem demonftratio* 
nem nuper propofuit KLtiosLivs (t), hoc (kltem difcrimine» qiiod is Idco ratiouum 
dijferentialiufn diSerentisiS finitas tS y"^ ($. XXXV.) fumat, tumqtie diuidendo perAx 
partes vtrinque a Ax liberas fibi inuicem aequales ftatuat, non quia Ax fitt — o (v^i non- 
nulli diffcrentialia explicant), fed quoniam valor huius differentiae arbitrarfus eft nee cum 
ceteris quantitatibus vllo nexu iungitur» indeque ordinando aequationem fecunduoi lllius 
pote/tates pro fingulis his poteftatibus peculiai^is aequatio locum habere debet Idem au« 
ftor (u) vere iudicat cum k akstnbro (v), formulam recurrenteni perquam vtilem efiie 
aid computatlonem fffimmVafff co^fiicientium, qui qulppe plerumque ex ordifie quaerun- 
tur ; eandemque etiam ob progreffum fimplicenv ac perfpicnum effe mei^orabilem. 



Cum fecundum formulam recurrentem, refpiciendo tantum^ad literts etabftcahendo 
a fiiftoribus numericis (n — n-{- r, .am — n-f-^jt . . • nm), pro obtinendo y; k(n-|- 1), 
ducatury kn!iu-=f-=r — , y x(n — i)in-— =:— ^, y k(n — s)in — :== — , et 

•^ / • yki t ". yki a yki -« - 

fic porro; £icile perfpicitur formulae illius analogiacum regula Moivreana (§• XXXII,), 
ex qua itidem produ^ literaiia termmorum praecedentium ducuntur ex ordine in 

~# — , —..• (w). ' ^ , ! 

a • a^ a ' 



Ceterum vti formula Moivreana et ceterae combinatoriae ad fbrmam feriei generidio» 

K . ^ tfu"4* 1 flc "4* 2 3 I ' « 

rw ysrax -j-ibx • ^-f' cx ' + • • . patent, ita quoqjae formula recurr^ns 
#andem extenfionem admittit ($. XXVI, sO OO^ ' 



lu) l. c. J. 23. p. 75. . .1 ' ' 

(v) jfnal^ des Unendt. p. 4J. XIVv 

(v) Quem cotifenfum memorat /ArWM^fi/'^/iu tlnfinUin. pag.' f 4. bro. ii.). Obferuandom infuper vide* 
nirt fecunchim MotTreum non ^rnmia produ^ lUeraria' coefHcieutium praecedentium piultiplicaiilg 
fed per limitationem Aipra ($. XXXII.)- additam caueri, n« produEtA id$ntica occurrant. FormuU 
contra reeurrenj produ£ta etiam identica ftippediut, (quae deinceps in vnam Aimmam Aint colli« 
genda), indeqaeyS^wryTfM admixta babetr Quod quidem cum in fingulorum terminorum coi'fS« 
dentibus Iterata vice accidat» oriuntur inde ambagee, quibu.t ' occurrtt methodus combinatoria. 
Adbibita praefertim inuohtHone dirtHe lexicographica Moivreo • Hlidenbiirgiar.« , f ae ipfae operatio* 
nea, qnibua produfta literalia coifficientis cuiosuis exti^ ordinem reperiuatur, fpoiite rimul bfie« 
ruot produft^ co€fficientibus aniecedentsbus» fuo cuinis ordine» debita. Quare hae coirffirientet 
definiendi ratione commode etiaro ac compendiofe vti ficebit« fi ii ex ordine quaerantur ; maxlme 
dum toi'fficlentes polynomii non ffNf»ff/irV#9 Mfpecioff^ i. e. ptr literas deotar. 

(x) cf. Kaeftnni AoaL laL p. 4^ XV. 

Tt a ^ 



y 






TRACTATVrS DE REVRHSIONE SSBJSByM, 
.• ARTICVLVS TSRtirS. 

Dc Reucrfione ferierurrh 



' , ^ Problema. 

i XXXVII. Propofita ferie (reuertenda) bac: z±ttx^ ^.fcx^+^-f cx^ + ^^4- 

£3^? +3 ^^ , , ^ exprimere quamuls poteftatem a-tm t2 x per feriem (reuerjjim) fecB«- 
^um dlgnitates t?z progredientem^ Guius coefiicientes formulis iudependentibus exlii* 
keantur. 



Solutio. 

» 
l) Ex fupr» (^.■'Xin. S.*) demonftratis habetur 



* ' t I > 






f 



X 



'•^ r-t-l^ y. 



ir+2* 












• • • 



fiue X k(n-|-k)r:3 



r+ii^ 



k(n-|^ i). Breuitatis gratia exponeotes ~; ^^» 



, .'• . — — , . , . ad qnos Cjries data Ib eieuanda eft, defignentur literis ®m, *m. 



^f^lif'*! 



«-*»,.;. . m, . . . ▼tfit 



I . 



^m 



— =-^ r:^ -V-> et X k(n-^i)— — z 



«'«.-^"« . 



E(n-J-i); ttnn 



9% AMk 

adhibita formula (§. XXVL B. 8-) pofito itlic loco n, ~ nif et confiderasdo a fiue 



m 



tanquam faftorem communemf fponte prodit 



X k(&4z) — 



'm 



m 



m 



« ■ a* 



»=^+ 



ri 2 3 4- • 

Vb, c, d, e, • «'X 



e — + . .. 






s) Per formnks pra polynomii poteffatibtta itideia fupra expoCtas ($. XXVIII. s)» 
Ibmttla reoerforia fic ^uo^ue exhiberi poteft : 



x'k(n + j) 
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• 



x'Kn + tr= 



'm 



n 



-"31 a 



''. 



m [ 



n 



a * 



m 



n 



I 



m 



n 



I j 



'm 



\ 



m m + n 

a 



/'i 2 3 4 . . A 

^b, c, d, e, . . .^ 



3( m 



m 






m 



a 






m 



n. 



91. 



n N 



m-{-n 



n a"^* 



( 



^r 2 3 4 . . A 

^a, b, C|- d, • • .^. 



', * ' C^roltarium. 

" §« XXXVIII. I ) Propofita aequatione inter binas feries h«c : ' * 

^^•^+/32^+^+7/+*^^ +Sz^+3^+, . , = .xHb»^+* + cx<+*' +dxS+35 

,4-. • . « elus folutio, fioe. expreiTio vnius variabilis x» eiusue poteftatis x , per alteram ^ 
reduci poteft ad folutionem problematis praecedetitis. 

Ponatur fenes fecundum X, ax^-|-bx^^ -|-cx^'* -|- • . . = q» . 



R 



R+D 



feries altera fecundum z, «z*^^-!- jBz'^"^'^ -f-V^: "*" -f- . . • = ?• 

Ex illa iit, exprimendo x per ferlem fecundam q progr6dien.temy 

7+ 



ir 9 
X =— q 



S ki.q 



(T + l) 






;»+oJ' 



+_'-q i k(n+0 ^/ +' 



• • . 



«"-j-n^ 



— n# 



vbi eoefficiens quilibet hanc feriem ingrediens , veluti q ^ ^ k f n+ 1 ) ♦ pro fcala 
q(a, b» c^ d, . . .) deiintendas eft. \%m cqm vi aequationis propoiitae fit q =:p, potefts- 
tes T8q fecundum z euotui poiTunt: f{ft nimirum 

^ + n^ ir + n* R^^^^i^ 1 + 1? Rfltjii^ + D 



f _ 



=p ^ kx.z 



+P / ka. 



\ .;i±!!i R(db!Lf)+2ix 



iB 



334 



niAOTATVS DB KXrBSSIOIIK SERiaftVM, 



^ ■ 

in qaa, ferie coSfficietites primus , fecundoB, • • • poteitati^ p ^ ad fcalam p («, |3, 7» 

{,••«) referuDtur. Subftituendo nnxic poteftates t« q in ferie pro x , obtinetur buius 
poteftfttis expreifio deiiderata fecundum a, Juiec: 



«• 



X =— q 
«• 


^ ki . 


1 ^ 


^ k». 



R . 



R 



c+JD 



B ' ki.z ' +p ' ka.« f 



P 



+* 



r(^)+.d ■ 

-|-p ^ ks.z ^ 4"**' 

nif ' fi±ii R(i±if) '±ii R(!±!i)+D 



k3. 



p ^ ki.2 



-J-p '^ ka.z 



•t* * • • 



\ 

I 



*4* '■ *' ; q - *3 • P ' Jfci. • z " "fP " *»•» ' "P • • '1 

-|-' efc. -J- etc. 

in qua expreflione coefficientes poteftatum ferierum q et p, ex theoremate polynomiali 

ad fcalaa fupra diAii definiendi , pro cognitis liaberi poflunt. . 

« 
a) Propofita a^uatione generaliori 



T • • " 







habctiir, radketn \^o> vtrinqne extraheBdo, ct ponendo -^ = »» 

(•«'^+/3z*+^+7«*+*^+ ...)* = axe+bx«+^ + cx«+»^ + . . . 
Eft autem poteftaa ftiu feriei 

R j /5 R+D I ^^R+aD i &>• Roi 1 «. Roo+D • «. Rw+aD # 

az -f-pz ^ +7» +--H.. =p ki.z -|-p ki.z ^ -^p ks.z ^ +-..• 

Quare aequatjo ilJa abit iti hanc: 

— T— • • • 

indeque ea reUocata eft ad forQiam(i), quippe coHfficientes p ki^ p kai p k^, • ^ • • 
per fcalam p (jx, (i, 7, S, ^ ^. •) .cogoiti funt. 



' «' R<a , to, Rft;+D 1 cy, Rc()+2D , ^ , . g+J , g+aJ 

p ki*:5 .+p ka.z ^ +^p k3.» ^ -f-.,. tr:nx^-f-bx^^-|-cx>^ 



Problcma. 

$. XXXIX Prq>ofita feriehac: ^r=:ax + bx* + cx' +dx* +-... exprimere x 
per feriem fecundum poteftates tS z progredientem^ cuius co^fficientes formulis ncur- 
rirfr^i&fif exhibeantur. ^ Solutio 



«vs PE xEioLvnovE AEQVATioiivM noi siaKicit ^aS 

Solutio. -^- 

. * * * 

Methodufl folutioQis in eoconfiftit, vt ajfumaiur feries pro x, cui baec tribnenda 

tft fortoa fy) : x= 2(z +S8;5* + €2' 4- ^bz* +'• • • » vbi coefficientes fm (z) feu 

• •■ • "... 

ajfumtif 5C, 95» <5, . • . more Bindenburgiano punftis fopra fcriptis notantur; tum 

baec feries alTumta rite coniungatur cum ferie data» quo aequationes fimplices determifaa- 

tioni^coeiHcientiumjftcriiminferuienteiB reporiantur* Quod quidem duplici ratione afle- 

qui licet, . » ' ~ \^ .. 

1 

i) Series ajfumta fubjlituatur In ferie dataf i. e. ferie» illa' enebatur ad poteftatem. 
iecundam, tertriam, quartam, et iicporro» eaeque poteftates fupponantur in ferie altera, 
QuA r^tione iit, in auxilium adbibitis formulis theorematis polynomialis combii^atoriis 
(§. XXVI,) . . . . ^ ' . 

z=ax = a^z+ik<3z* + «€z» +a3C>z* +a€z' + . . . ~ ,, 

+ bx* = +b6'B +b6'B + b&*B +b6»B + *. . ' * 

+ XX? 1= +cc'C+tc*C +cc*C +... 

+ dx* = +db*D + db*D+ . . .' 

■^ • ♦ • • "f^/ • • • 

Vnde aequatiQiiem ado reducendo, ob coei&cientes fingulorum teminonim feorfim eua- 
nefcentesy hae prodeunt aequationes iimpUces: 

3C = — 



«.= 



a 

bb'B 



a 



s> ==.-(-- , J 

• •• •'• •'• -" 

quarum lex progreflu^' fatis manifefta eft« ClaiTes combinatoriae referuhtur ad indicem 
y^i a 3 4 • • .X Ex hi^ruo^ indole fiicile Jntelli|;itar 9 expreffionem co^fficientis 

V2(, 93,6,S6 • •% tX cuiusuis ingredi tantum co6fficieates praecedentes ; hinc fingu- 
I08 co^fficientes ex ordine fucceffiue diefinire lice^. 



a) Attef^, 



r 

(y) Ktiijtner Anai^s emdUckir CrSfsin, J. 696. p. 4?^ fq. e^it 3, 
(c) cf. 4e hac denomiiuitlone Leibaltiana, Jl^ohfn» L$hr/. p. 63* 



^i^ TKACTATVi DE RETSnSIOinE SSRICRVftf| 

2) Alter modns procedendi eft is, vt vice verfa/me^ data 'fubjlituatur in ferie af^ 

fumta^ .Qu«re formando potefiates feriei datae» primam, fecundam, tertlam ..., eas^ 

• • • • 

que refpeftlue iH ^, 53», S. ... ducendo, tumque aggregatum aequando variabili ?, 
obtioetur: .. ' 

ii=:2fz .== Ofax + ibx» + ^cx' + ^dx* + *)fex* + ... 

+ »z* = + SBb^^.B + 586'B + i86*B +^6*B + . . . 

+ Sz» = + gc'C + Sc^C + (5c»C + . . . 

+ 2)z» = ' , + 2>b*D+ 2)b»D+ . . ,. 

•^ • • • • "T" • • ^ • • 

Hinc ex princlplis notlsliequenteg prodeunt formulae : 

5(=i— i 58 = — ~; 6 = 

a. a 



a ' a- " a' 



etc. 



<«d+ 8^*B +ic*C) • (^e + »5^ B + «c* C +£)b' D) 

©= ^ — :; ~'^ ^= — ' -1 ; 

•^ a* a* / 

vbi claffes combinatoriae referuntor >ad indicem ( u a J ^ quare pro 6*B, 

('C, b^Dr • • • ponere licebat a*, a^, a^, . . . Hic alter modus, co^fficientes fcrlei re- 
uerfae definiendi 9 quoad vfum dommodura omnino praeferendus efl: priori (r): maxime 
quod in exhibendls claflTibus combinatoriis ad elementa tantum fimpiicla eaque data a, b» 
c, d, . • • refpiciendam fit» in prioribus contra formulis (i) claiTes referantur ad co^'f&« 

cientes affumtos t^, 93» (Sf • • • ceuelementa» quae et ipGi lam funt compofita (a), 

^ Corollarium i, 

$. XL— l) Aequatio Ihter duas feries infinitas: 

«z + ^z* + 7z^ + 3z* + • . . =ax+ bx* + cx^ + dx* + •'• • 

fimili modo refolui poterit. Aflumatur Dimirum pro variabllix feries haec: 
. • • • - _ 

x_2(z + ^^^ + ^^^ + '^^^ + '**> ^™ fubflituendo eam eiusque poteflates in aequa« 
tione data, modo priori (i), $pfao praecedentr expoflto^. fequeates prpdeunt aequationes 

^fimpUces: « = a7( ' 

P = a18+b6*B \ .:^ 

7 = ag +b6''B + cc^C 

l r= a2) + bb*B+cc*C + db^D 



0( = aa A +bb B + cc C+«,«+ a n N . ex 

(a) iV/^. Ltkrf pag. 297. Noih Syfi* ^P&mi, p, ZXXI. Toepfir contiMatorifiki JlHut^Uk^ p, 131. 



•^ , I ' - .- - 



^ 



^IVE^DS EfiSQ^LVTXdNJS AXQyATIONVK >1S|1 SBRTBiff^ ^ ) -Jiy 



1 

/'i a 3 • • A 



ex qniSiis, rer^ueieDdo ad iQdicem SJUt 93» (?> /» «V iiDgQlos coSfficientef adamtc» {Uoi 

cefliae definlre licet, - Ae€(.o«tio pro « etiam £c condone exprimi poteft: « ^ 

aj"!, Tbi afteri^cus exponentem diftantiae denotat, cuius valor numericus r=: expqnenti 
clalfis, vnitate minutp tb\ 

a) Aequitio generalior haec : ^ 

. ; • , " ' ;: ,' ' +.dx«+3'^-.;,' 

vbi primiis ferierum datarnm expooens m, eft numerns quilibet integer po£tiuu;ip. £miU 
omnino ratione traftanda eft; vnde hae oriuntur aequationes : ^ 

^m',, . ' . . X " 



7=am"+'M + b.i'»+«M^+cm"+^M 



Q 



m • • • t •'^' 



rfram M -f- bm ^ M -|- etlf ^ M-f-...-|-am ^ M»^ »^ 

* r 



Signutn'm *** M expriniJt claffem fummae m-|-n eam, quae eft rta poft claffem mtaMt^ 
i. e. claffem m-|-ru™| fingulis compiexionibus duflis in co^fficientes fuos poiynomialesw^ 

.. /i a 3 4 • • • ^ 

5rp indice fumituf , ,vt in cafu praecedente Ci); V3(, 95, €» 2> • • • ^. lam fiicile 
apparet > eletjientum n-(- it^m huius indicis fimpliciter tantum in claffi ni-f-nM occurrer^ 
q^uippe n-|-l cum (m — i)'. j facit iam fummam m-{-n, illudque m claffibus altioribu» 
deficere/ Quare aequationes ittate inferuiunt fingulis co^fficientibus Ibcceffiue determi** 
oandis. 

Ceterum obferuandQminfupereft, ad folutionem barnm aeqtmtionum inter duas ts^ 
tits infinitas modum atterufH,{§. XXXIX. 2.) immediate haud appIicari«poffe: quare mo» 
dus prior latius patere videtur , dum feriem affumtam femper in quauls «e^uatione data 
fubftituere iicet» 

s 

n— i n— I ^ 
(b) Sk eiiam indioes, literis » ef ' a fuperfcripd, fabt ejeponantts difiailtUe a primU coCicientiMs 

« et a, notaQCqat ii co^Aditfitts fno Ttnun^t ordine a^^» 



Corotlariutn '2. 
' $• XLL ' x) A4 retiertendam feriem generaliorem (c) ^ * : * 

tx eaque emendam quamuis poteftatem variabills x ^ nmiliter formnlas recarrentes adhi- 

bere licet. Affumta nimirum f«rie (d) ;^ . ^ / 



0" 



■ ^ I ■ Mi I ' ■ 



cpe fuMitutionis {$. XXXIX. • 2. ) prodeuiH' hae aequatlones: ' 



• 



5tp'k3+»p' ktj. 



p^ ki p ^ kl ^ p ^"ki :- . 

^l/ v^M ^— ^^****^*^"— *"— — ^— — ' ■■■■■ I I «I. I ■ ipp— — — — ^— ^» f 

ri- *! kt 
^tficporro, vbl coSfficJentes poteftatumferiei p, per tlieoremfipolyjnomiale ;definiendi, 
referuncur ad fcalam p^a, b, c, d, • • .). ' . s^\ 

a) Aequatio generalior ^*^ 

reducltur ad praecedentem (i)| moda lam antea expofito. kitrodufta nimirum boua 

-yariabili Zt=ax^-f-bx^^ -|-;cx^^ -!-♦• ; expripnatar x f^yZ^ eiusciue pptc- 

.ftates: quae deinceps ob Z = «2 -^jSz "*! -|- 7Z '^* -f* . . . fecundum djgoi^ 
-tatea variabilis z cuoluuntur (e). ,. . 

Schoiion^ 



\ 



Notitiae Mftoncae de reuer£one ferierura ; io primis de moivrei et HiiroEirBVRGii' 

folutibnibus combinatoriis. 

» , • , . 

' §. XLII. Metbodus haftenus adhibita, per fiippoGtiOTem feriei quneiitae tanquam 
innentae rite faftis fubftitutionibus coefficientes fiffoai^tt afl^umtos determinandl» « nJ( V* 

' Toiio 

<c) flov. Stffl. Pmjjut. p. XXIX. TcepferV c.y la^. • . 

(d) I>« fot:ma terif i ef. Kaejhitr l. c. • 

(c)i £uR4f m aQodtim, louauiendi x, docct K£keftt$i^ L c. $. tff a. 
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^9 



TONo et LtETBNiTio (f ) primum fuit adhlbitt. 111» hac via duo theoremata fequen- 
tia pro reuerfione ferieriun inuenit: pofito nimirum pritHO 2r= ay -^ by* -f" ^^ ' 4t 



dy * -f* ey ^ -|* . . . fore viciflim y — — 



+ 



ac 



+ 



jabc — ./fb'— a*d 



i7 



z* + 



a a' ' ' ft 

3t»c* — ji ab*c + tfa*bd + i4b^ — Ta^e 



z ^ -|- etc. ; pofito ddndi 



z— ay^-by^-j-cy^-J-dy^^-l-ey^-t-..., fore y=±^^ 

a a 

5S'b* — cfab*c+rot*bd + 5a*c* — a^e 



i«"+ 



3b* — ac 



+ 



gahc — a^^d — 12 



it» 



a'°\ 



+ 



«tapi 



a' 



z*-|-etc.^ Quin NKv- 



foNvs adhibiiit iam modum r^uerfionis tajem, qui (imilis omnino eft alteri modo 
.(§. XXXiX. 2*)f fubftituendi feriem.datam ipfum eiusquc pott^ilates: quiquer- vt verbia 
Neutonianis vtar, '*iatelligi poteft per hoc Exempkim. Proponatur aequatiojid aream 
•'Hyperbolae z = .x-f4x^-fr4x'-|-ix^,4"T**+*** ^^ partiMis eius multipli- 



•^ 



catis in fe, emergetz* =x* -f'^^ ^.^|.x x*.|-4x* -f-* — » z^=x' 4-|x*-|-^x*' 

'•T— . « • , Z •*— " X . — T- 2 X "T" • . • j 

•Hatz — iz* = x- 



ywX 



• « • 



Aufero A- z* 



fff 



••+ 



= x^ -f- . • . lam deza*ufero yz*, .et re* 

Huicaddo^z^, etfitz-r— Jz* 

•sf^ f et reftat »J^ iz* -|- iz' 

X — TT^*' ^^c- Addo xlzy^S et fit z — Jz^ -|- |^z* — y^z* 

t4^ 56 * = X, qualh proxime j fiue x=z — 4z*4"t2' — 3'^z*4"ttv21^ €tc*(gV* 

Cum 



"+izV=xX + TVx*-f 






75- * — 'Trir* 
^ etc. 



:t t 



(f ) Vere obferuat Bind^nhurgius (Tnfinit. Dign. Pratf. p. X. Not.) , Leibtiitf um hanc~ metliodam pri« 
mum cum ernditis cpmmuHtcafTe » ia*Sch«diasmate infcripto: S^fppUtnentum Geometriae praSica^ 
fefg ad Prohlfuata traufuudtMtia exitndins , ope- moua§ Mtikodi gentralif^a4 per feriis infinitas 
(^i{a Erud, Upf a. 1693. ApcH. pag. 17 8. cf. Opp. Leibnii. ex edit. L. Dutens ^ Tom. UI. pag. ' 
^79.); *in cuius iine deappncattoNe methodi ad reuerdonem ferierum fiue potius ad folnUo- 
neni aequatlonum breuiter fic loquttur Lclbnitius : (pag. ssx-) "Eadem mathado etiam aequaiionum 
*Vtcunque alTurgcntium ^it^/«fj obtineri polTe, tnanifeftius eft, qnam vtexplicari hocloco fit opus.** 
Attamen commemerandum videCur, banc Metjiodam Nffutono prlus iam, anno nimirum 1676, 
cognitam ac vjitatam fuifle: etiatnii concedendum omnino fit, Leibnitium in eandem proprioMart» 
incidiffe (CotnmercHim Epiftolicum D. loh. C^Hins et aiiorum de Analyfi proniota — > editio altera« 
Londint 1722. 8« pag. 18^, I88.) Excerpta ex Neutonl cbartis huc fadentfa pritnus pnblicauit 
ffaliifius in Opp. Tom. U. , qui prodiit 1,693 (pag. 993. feq.)/' De proiiiemate viiiuerfaliori re« 
u^rfionis aglt Zc/£if(/rW Opp. IIL 36(S. , cf. quae^a^ute de eodeM obieiuauit Rothius (FrobL do- 

•Seriir^ nuerf pag. 26) ct^indenbttrg. hfiniiin. XV. NotuSyflewf. XIll. 

(g) Cotumerc. Epift.'^. 1%^. Qh^nul^s per ((uautitatum feries ^ fluxiones ^ ae dffferetttifls: cirtn eno* 
meratiooe linearian tertii opdinis* Amileiodami 172 3- 4 pag- 34» 35> £ociem modo Stewartus^ 
Nctttoni commentatori ex ferie pro Arcu z per taugentem t, a* rr: r-^ -f t' -f> i" ^^ • • •' quaerit 
feriem pro ^angente per ArcXim; idemqiie diftiji&iua exprtmit, quomodo enol^endo poteftatcs. fe« 
riei .datae (z), ftcundam» tertiam, quaptam, .... hae deinceps potefiates 1n 4ebitos fh£loxea 
(coifficieates) fint muitipiicandae*, ita qutdem, vt ex aitera parte aequationis omnet terminf, 
praeter <primum (t) , fefe inoicem tollant. > Qui procetfus quoad rationem atque effe^um omnino. 
eoincidit cum modo altero (npra ($• XXXDC^ 3.) expoilto (cf, Jf. N€w$om p»Q trcaUfta of tba 

"" Vt » ' , - Qtm* 
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Cum vefo tn reUerRone femper ferles vel data vel aiTumta ad VArtas poteft&tes ut etie- 
lieDda, MoiVMfivs poiVquam tbeorema polynomiale traftanerat, aUeriim etum proble- 
ma de reaerfione feriertim vlterlus prDrapoit(h)^ .Cuiu§ folutio, ob arciiicia combinato- 
ria ab «auctore primo adhibita, breuicer hoc loco comnaertioranda videtur. Pro aequationc: 

^tz-^hz^ -^-cz^ '\'dz'^ -^-ez'^ -^h^ -{-.. i=sY-\'^y~'{'\y^ -i-^y^ 

h— 1)AA ' . i — ?bAB — cA^ 



g 



Banc f eperit feriem : z— [- 



y a 

4 



y* + 



y' + 



k — bBJB — ibAC — jcAAB— dA» ^ , 1— »bBC — ibAD — 3cABS — 3cAAC»-*dA'a — «A* , 

a a 

-j- etc. (i); vBi literis maioribus (Capital I^tters). A^ B» C, . ... denotantur coeiricien. 
tes primusy fecundusy tertius etc. feriei ipfius qnaeiitae z. lapi obferuat moi^revs, 
in expreflione cuiusuts coeificientis denominatorem cooftanter eHU. a; numeratoris. par- 
tem primatn e0e coeificient^m ex ordine feriei gy -}" '^y* 4* ^Jl^' "f^ • • -5 *^ ceteris au- 
iem partibus llterarQm roaiorum coeffidentes omnes prdeceder.ies re^erentium exponenies 
conficere vbique fummam aequalem exponentr T8y,^ndeque regulam fluexc (k)^ haec 
produAa literarum maiorum determinandi^ his deinceps iinguUs iungendum efle ex coeffi- 
cientibus ferieiax -|- bx* -|- 6« ^ •|' • • • ^**^» cuius inde:* fit aeqoalis multitudini ifta- 
rnm literArum; vnctas ttLAdem numericas isxprimere' multitudinem permutationum,^quas 
literae maiores cuiusuis produfti admktant. Quorum pTraeceptorum* demonftrationem 
condit MoivREvs, dum. aflumlt ferlem z — Ay "H By* -f- Cy* -|-'Dy* -!-•'..•' 
eamque cum eiusdem poteftatibu^ ad formulam fiiam polynomialem euolutis in aequatione 
data fubftituit A . Ex 

QnadratQre o( Curven aiKyAnalyHs by £qt]a(ians ofan infinite Nnmber ofterms.^xpUinedby /<5V^- 
mrart FrofefTor of Math. in tbe Maryhki College ajui Univerlity ot i\lui*deeu, Lonfion 1745. 4. p. 
4^^.) Piaeterea Analyda fapra iani i4iidatu.s 6^^//i nio<jum, i^rifm uatam ruMlituendi m ierie 
affumtr, i£rerte fie enunciat: (I. c, pag 374. .5 9^2 J •*SefalTe data re<|uazfone y sz: a x 4" 
•"bx* 4- . . . coii quello di. tr6vare ii valore d4 x dato per y; cio fi otterrelibe operando nel mo- 
*Mo itefTo praticato al num. §98- ccfare ciue ia-k ugnale c uiia feria indeterminata, come Ay 4* 
"By* 4- ; , . ., meiia qnale dtvoitfi fofiUufre tvtteje potenze di^ ^ preje d^V equmzUtie data con aU 
zai^la fuccejjivamente a qutft^ poumze^ indi mediante il pftragooe af'rermi«i ricayare i valori di A, B» 
*'C» . . . dalla di raitoflituzione neiUferie tndetermiuata , fi avra. la ferie cercata/^ £x hafce* 
'^ iMis commemoratij iimltindum videturid, «juod Toepjerus \. c. pag. isa. afferit, modum alteruai 
reoer5on|s ante Hindenlargiom nusquam fuiife. adhibitum Erat fane modus priori qui a Moi. 
vrei inde temporibus maxime inualuit , (vnJe is a Toepfero p. 131. vocatur Moivreanu» , ' nciHi 
alter Hiodebburgjaaus) , tonge frequentior: de alt^frius autem vfu commodiore ftri^ias.ilemum 
moniii^ Hiiidenburgius , ijaae quidem cbmmoda tum praefeitim cernuntur, cum pote/lates feritjum 
combioatorie euoluautur* 

Cb) Philofoph. Transjift.* Yol. XX. for 1698. p, 1^0. Ce^, ' ' 

(i) Membrum fextum 9 a Moivre» infuper adiedum, Breuitati» gratia hic omiHiim ^(l. 

(k) Combine tbe Capitat Letlerft as ofcen ts you caa make the fum of tLetr £]xponent.9 equal to tb« 
Index of the power to which ibey belong» (1. c. pag. 19^.) ' 

(l) Addit 3Ioivreusy Rihill moUo fe etiam aequatieuem generaliorem ^ 

TO - - 'in-ni . m-4-a - - m . "m-l-i 

Mx +hz +CX ^ +:...eizti + i»r +...»roiHiff.(cf. $.xi,i.). 

' - •■ Etindtai 



1 . 



y -• 
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SITE DJE RESOLVTIPXE AEQVATIONVM J»EIi iSKRIlvS. ^ v?3^ 

. ' ExTi^ftenas\expofitis fatis inaiif/eftum eft^ hanc Moivraei folutionefn prorfns con» 

^ ddefe cu«i folutione fopra (§. XL. ij vel pro cafafpecjaHori^(§. XXXIX. I.) tradita: 

niiiquo^auftor illatn verbi^ feintunl, nec etiamyf^m ex|)reirerit /'cf TUpfer h c. p. 125.) 

^ Talibufl £gnis analytico-combinatoriis, iisque ad r<-m Ipfam illulh*andam aeque ac ad vfum 

omnlno aptis exfaibuit folutionem Moivreanam hindenbvrgivsi (tii); tdemque adhi« 

fubditutionis altero (XXX1X> 2.) addidit formulam limilem^vfa commodiorem. 

Sekotion 2. \ ^ ' 

• Gontinuatio; * ^ 

de fornjulis rcuerfionl ferierurt inferuientibus, combinatoria $• XXXVlI. et locali §. XIIL 

■^'XLTn. 1} Cnm formulae pro , reuerfione ferieruna a moivkeo et hindeit- 
MVRGio exhibitacefTeDt r^rMm^K^tfi", ita vt indequilibet^coefficiens feriei-quaefitae per 
coeificientes omnes praecedentes definiretur; 4rifigniter meritas eft de hoc problemate 
K s c H ETf B Ax: H-4 V s , Hiudenburgii difcipulus, duna nouam formulam indepeftdint^fn exhL- 
fcuit, cuius ope qnemlibet coeffijientem extra ordinem in^pendenter a praecedentibus re- 
perire lireat. Sequendo nimirum ad Hindenburgii exeinpluih friorem reuerfionis modum^ 
(XXXIX. I4), iitque" exprimendo' poteftatcs ferier datae per formulam com^binatorinm 

(§• XXVL), feliciter inuenU:' ksciien xi achivs (n),. prapofita ferie' z i= ax^ 4- 

bk'»**' -^ cx^**" -|- ix^"'"^ 4^ • • • ^^ afl^umta pro x ferie altera hac: ' 

^ X3=Az^4-Bz^ 4-C2 ^ 4-... fore huius feriei- reuerfae. co^fficieatem 
quemaS,nt{- it"«S fiu^ v ^ 

• f " f' ' n I n t V ~ 

X k(n4-i) = -.^fiaM "-*- h ' ■ — ' — r- + • • • 



r 



; • • • ' ' . i 

pro indxce f, ^ ^ ), pofitb ®m ~ — , mrrz— — 

' \b, c, d, e, . . .^' *^ ~ ^ * — ^ 



m+iH— i gifi Nl 



oa T 



/ 



— • ' 



3) Hri^ 

Eandem formam conteipplatws eft IHiiftr. Timpiffioffius {Anfangsgr^w der Anat^M tndlic^er Gr^fi 
/r«, pag. 605, ftq.)f vhjs quidcm modo renerfianU priorl (XiJxVII, i ), adhiblta infapcr formu», 

la recarr^nte pro poijaomii di^itate m , et fubilitutionibas iteraiis. , 

Regula Moivrei pro reuerfione ferieratTK reperitor etiam apud HaHjtmim (EUmtnt, JUatkeJ, 

pag. 178.)» ^ in SynffM fV, fffnrf^pag, 188. 
(m) Nov, Sifft. pa^ XXX, XXXI. cf. PUijn, Lehrf. p» 396. l ■ . - ^ 

(a} i)e Seriertim rtQerfione formulit aiial/tlco • combinatoriis exkibita ^^ Llpii«^ 17S9. paf. 34« 






\ 
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TRACTATV^ DE RSVSRSIONA SSRmiVMy 



a) HiKDBNBVRGiTs (o) accuratms coiftemplandd formutam EfchcnBacbianam 
vidcns, literas diuerfi nominis eHCe inuicem iunflas (co&'Siclentem nimirum byiomialem 
primum^C cum polynomiali fecundo b et claffi icidem fecimd^ B, ppr;ro%cumcC, € coni 
bD ^. •) cogltauitde toUenda hac a^Tynitnetria ; ridque adhihita fimplici omaino trinsfor- 



matiohe co^BicientiQm binomlalium (ex qua eft 3( — 



1 

m 



m 



i8, 



»+ ?« _, 



V 



m 



6* •" S=-l !)• • .)t formulam Efchenbachianam tranamuta- 

-. -m 



uitiuhancy concinnam magisat^ue regularem: 



(T . ^m f' 

x^k(a+i)=— . ( 



'^i&i^A 



u 



+ 



-1 ■ 



n 



\, 



+ 



s 



"«(■c 



a 



+ 



• « • /. 



m 



Quam porro comparando cum formnla.pro po^notpio ad potefhttem indeterminatafii ele« 
lumdO) fponte^fiduxit formu'am iocalemt fiagulari breuitate coufpbuam^ hapc: 



x^k(n4-r)s= 



f 



f n<r 



k(n-|-x), per quam itaque fornjulaj regrefforia- ad 



infinitinooiu dlgnitates eft redu^a* Ai etndcm formulam redu^liam pernenit etiam ro-. 
- f THivs» tpllendo ex formula Efchenbachiana diuifores 2, 3, 4« • . ., idemque praet^rea 
addidit forniulaejab eschs nbachio ex induftione tantum petiCae fiue potius formulae 
fimplicis rednfUe de^ionftratTonem rigorofam atque dir^ftami cgregium. omnino tcnmiois 
et ftad|i analytici fpecimen (p). - - . . 

3) EscHENB ACHivs (p. 30.) «t RoTHivs (p. 23.) ofteuderunt infuptr ap* 
{Hcationam formnlarum fuarum, eombinatoriae alter» alter l^caliSf ad aeqnationem. in* 
ter dUas feries infinitas , hirius f ormae : 

az "* 

* (o) Hfndenburgiuii articulam Noiti Si/flewoth Pfrma^. etc. de Tabnlt IX. ferienim reu^rfionl deftiData, 
quam tuiic totam iam abroluirrar (p. XXXI.) , bis yerbis concludit (prdpofitis anteai fbrmulis recur* 
rentibus, iisdcm <)uae lltpra § XXX VtH. tradiUe funt) : "£xbib«ri ttiam y/<7//^ poflunt co^fticiGn* 
**tes tert^inurum feriei per^ datos coeJficitHtes a, b, c, d, » . / fed non opus eft bls dlutiua imano- 
Varler." Quibusverbis formulas mde^eudepttes iiinui tn6net Toepftrus. (p. 127. Not. op.) refert- 
que, Hindenbur^iufn in exempii.<; Neutoni 'i^. WX^ animaduertiffe , quod produda literalia Ad^u« 
' la, quae occarrnnt in cuiusuis terinlni coeBicieutibas (fiue potius in horiun numeratoribua) , prae- 

beaat fummaS connantes, ruccelfiue crdcentes a, 4, 6» 8» •«.. tribueodo literis a, b, c, . . . expo- 
nentes numericos i, 2, 3« • « • ; bac porro obferiiatione ionumeris aliis exeraptis comprobata per« 
inotam Efchenbacftium , fpe^ profperi facceflits fretum , reduAionem iaborU p leuam fofmubrum 
* recurrcntiiim ad iiTdependentes aggrGlfum fuifl*, ficque (vt ait Hindenburgius, p. IX. Tiaaiipom^ 

formulfttn wfij^wi/iiJw diligenter qpacrendo fcliciter reperiflTe. - ^ 

(p) Formulae de ferierura reuerfione demonftratio vniuerfalis fi^is loca1ibn5 combinatorio-analjtico* 
rnfti Wcari&s exbiblta« DilTartatia academica, aiiftore M. Henrico lAuguilo Rothe, Liffiae (1793) 



* ( 



- ( 
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quam qdidepi teqnationetti iu.vterqne refoluit^ vfeairQmta noua qaantirate incognita y^ x 
primo pery, deinde y per z cxprimi deBeat (§. XLL a.). Rothivs porro aduotauit 
(p/ 24.)» ad hanc formam fpecialiorem .redocrpofre aequationem generalem: v 

«z^+(3z^ + S-f 'y8^+='e4.. . . =aax^4.&/+^4-cx^ + *^4-. i., dum fuerit 



-^ numerpf rationaHspoJittuus. ,Cuius aflertlratioab auftoreliaud diferte expreffa haec . 

Fg M 

" eft: Sit — = — ,. vfai f* et V denotant numeros quosuis integros» tunc pofito F— -g» 

£G 7 • 

G=:yJ, feriesax -|-bx "*" -j-cx *T -f" • • • redit ad formam ax^-|"** 

l-ji- /x^*^ -{-.•., dum in ferie illa interpolati concipiantur inter terminum primum 
'etfecundiim, nec non inter terminos quosuis fihi inuicem proximos, y— i termini cura 
cotlficientibas euauefcentibus ? delnde fomto f :2z wg , erit g- == ft ^S , hinc altera etiam 

feries «a -f*^^ ' ^^-'^z'"*" ^ -{- • * •» P^^ fimilem interpolationem terminorum 
/x — i.conuenifit cnflaforma 4itz ^-[-.z ^^'*" "^-j-.z ^'^ '^ -[-..•; 

, 4) Quibus tandem dirquifitionibns de reuerfiope ferierum coronam impofuit iri w- 
bfiNBviiGivs, dam aequutionis latiffime patentis, fupra (§• XXXVIIL i.) cbmmeme- 

ratae^ az -f-|3z "^ -f-^z ^ . -i» . . . =ax^-|-b.x^'^ ^cx^"^ --{-;.. vel 
alterius adhuc generalforis (§. XXXVIIL 2.) exhibuit' foIutTonem formulis localibus et 
Cgnjs cpncinnis aptiiHme expreflam; idemque fi.mnl dilucide ofliendit (p. XV> XVI, Schol. 
I. II^), /ex appticatione formae Efchenbdciiio - Xothianaer (3) ad ea exempla, ad quae 
/fir^tl^ ilia applicari nequeat, per t&terpplattoncth terminornm euanefcentium enafci am» 
bages atq.ue difficulcates , quae adhibitademum forma generaliore feliciter tolluntury in- 
deque huius formae ▼tilitatem ac necefiricatem fiaud dubiatu efie (q). 



* -^ 



CAP. m. 



(q) Aequatio c6nditK>nans a Rofhio expreffa, — rs — , pro formJrertam HlndenbHrgiana loco» 

liaber^ drbet, ti quidem reqniritnr, vt poteOates Tarlabilis z in lerle reii<ffa fecuDdum «xponen- 
tes aritiimetice crefcentes prbgrediantur : qiiam rerierbm fonnani communiter fupponi Tatis cttnllat. 
De modo coJligendi in forma Hludeniiurglana co^fficieotes , qut ad tasdem variabiiis.a disnitates 
jpertliicnt, cf. c|uae mopet au&or (iWW/>. XIV. Exempl. 4.) . 
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TKACTATri QE RVTBRSfOVB SSBISnvM, . 

f * 

Cap. IIL 



PROBLEMATA GENERALTORA, AD REVERSIONEM' SERIERVM SlVfi^SOtV- 

TIONEM AEQVATIONVM PER SERIES SPECTANTIA, 

P.ROBLSMA». / 

§. XLIV. Propofita tequatxooe y ir x — z . (X;y% erpriincre ypX^fV) P^f ■^?" 
riem fecundam poteftates variabiUs' z progredienlem : denoCantibus (^(x^y), et%//(»^y) 

^uasuU fuaftieDes.ToSv X ety, . . ^ . ' "' " , 

' . . " , 

Solutio/ .^ . . 

x) Confideremus duas funftlones variabiUs x, qQae quantitatem arbitrartem conftan- 
tefl(t a inuolauntt tanquam fun6tiones iZv x et Uf easque fic exprimamus <p (x.y«)f 
V^ (*/.*}♦ ^*^*^ fi ftatuatur y = x — z (p (x-a), erit \1j (»,«) = 



^\^/*) + z. (P(x,«) . — y^3 J- 



<*■(«,*>' ..i^) 



T • ■ • 



iix ^ - I .a d« 

pofito a parte dex'tra aeqnationis poft differentiationes loco x^y. 

' a) Cum in ha^ aequatlone quantitati » qnluis valor tribui qoeat, cutbque y aB x noo 
pendeat, feu y refpeftu tS x tanquam quantitas conftans l||>eftari queat, iic vt tantum x 
et zpro variabilibus habeantur> quarum vna eft fun6tio alterius ^ loco A ponere etiam li- 
' cet y , eritqiie tum \/^ (x^y) =: 

\(p(x,y)* . — jr~J , • 



dj.(x,y) 



z*dl 



^(«/y) + «<P (v)- -Trr- + 



dx 



t.3dx 



+ 



dx 



zM 



(^(x,y)3 ., 



d*(x,y)\ 



dx 






"T* • • • 



pfo refolntione aequatiohis y = x — 2(p(x,y), vbi differentiitiones ita funt inftituendae, 
vt tantum x pro variabili habeatur , y pro conftanti : tumque peraftis difljprentiationiboi 
loQO X ftatuatur y. \ 

ScholidH^ ' 

$. XLVi Aequatio generalW f (y, t, u, . . ,) =: x -- r (p(x, y, t, n^ * . » .)» q«*« 
plnres variabiles t, u, • • . . eiirumque funftiones arbitrarias fignis f ct expreffas inuo* 
luit, fimill omnino ratione traftatur» Eft nimlrum ^ (x, y, ^ u, . • •) « 



X • 



^ • • ' ' ■ ■ / 

V^(a;y,t,n,-..0.+z<P(4y»t,iir...)- -^'--v^ — -: , ■■ ..." 

dx . 

^vbi a partcdexfra acquatlbfiis in ^^ercijtjationc tantuni x pro variabili habctnr, tnmqiie 
lcco X ponltnr f (y» t, u, . • .). Coniiderare nimirtun licet t, u» . • • tanquam quantitatea con- 
ftantes rcfpefta \ft(»iaMli\im* Xj etz, atque etiam rcfpeftu y, hihc f (y, t, u, • . •) — w ceu 
funftionem rS y > vnde etiam y fit funftio t5 w, ct ^fx, y, t, u, : . . ) , \p (x, y, t, u, . . .) 
abeunt in funftiones rSv x et w. Sic haec.forma reditad priorem (§. ;XLV.\ Sub hac 
forma PAOLi (r) aequationcm contemplatu^ eft, alteram §pho praecedenti expofltam re« 
foluit i.£r^£Lx.xys (s). 

I^ROHLEMA. 

'§. XLVI*.. Prppoiitaaequationcu — o, denotantc u funftioncm quaouils quantita* 
tia X ;^ definire aliam funftionem, X^ eiUsdcm quantitatis x. ^ 



\ 



•V 



.- ^Solutio. 

]). Cum iit Ji funftioTtt x, vice vcrfa eritx funftio t8 u, hlneque etiam X pea ta- 
lis fiinfllo confiderari poterlt. lam cum defiderctur valor tS Xpro ix — o, prodibit is ex 
fuo6bione X, ponendo proJi^ ^ f<^u u — |b: quarc valor quaeiitus erit =: 

dii i.adu* i,a.3du' ' • 

&) In hac exprerifione dlfferentialia ita funt transformanda , vtloco du, dx prodlfi- 

fctentiali conftanti habeatur. Quod quidem ita obtinctur. Ponatur — = p, ■» — — 

. . du du* 

dp d'X dq - d*X dr ^ ^ . do , 

— = q> ■ — r r= — =r r, — 7- r= — 2=8. . . Poiito nunc porrd 1 : — :::=:Z,-habetur 

dtt ^ du* ^ rdxk du* du , . dx 



dx dx dx du dx _ ' jj^ dx ^j^x 

B sz) ' =2 ' I 1 1 " I I > ■ ■ ■> ti^sT -■ zn III II 11 etc. 

^ ^^ 4x3 dx ^ix^ , 

ludc fit valof quaclitns funftlonts X, refpondcns aequationi n — 6, =X 

. . CO Memoria di Mattmatica • Fifica ddla Societa luliana, T. IV. VerooA MOCCLXXXVUI» p. 431* 
(s) NoY, Commmt. Ftlrop. Tom. XVL pa^.. 292. 
s . , Xx 



— ^ I 



I 



3^ . ntACT^nrs DsnspxRStbm scigaEftrM» 









^f.3.3.4 dX» ■ "' 



vbT xarbitrarie fan^ere.Ucet. £ft Mtem z =z t* 7: funftiQnl cogaitae rif- x» 



' dx 

Corotlarium. 



$i XLVII. Qnanqnam in praecedenti prohl^mate ti fomatHf eeu fanftio folins kf 
eadem tamen filias etiam quantitates vafiabiles ab x haud pendentes » 7» t, s, « . . intrbU 
-^ete potcrfl:, quippe quae ipfae refpeftu x conflantum locnm fnftinent, Hincpropofita 
aeqoatione u :^ (p (^x, y, t, s, . . .* ) = o\ er)t quaefais ftinftio )f Tfcfik*, y, t, S, . .' • 



tiX, . u= 



-_x — o-f:-4- 



- — *— — ■ - ' • -- I ■ 



dx I.» dx 1.2.3 rfx* * 

il X I -'^ 



> ' >. 



10 qua expreflione differenttatio ita eft ihitituvnda, vVt tantum i^ proViarraEIIJ habeatart tufli« 
qiie huic quantita t valor arbirrartus (lue conifains fiue == funftioni roiv yytyS, • • • tribo»- 
inr. Sub hac fomia exprefilonem tniientt >aoL'I (i)^* Ad analyfin $^ho pfaecedenti ex« 
poficam peruentt c6afi(ieraiido ea quae l. xvlervs de refolutioDe aequationum ope 
Caleuii difif^rentiaiis tradidit ^u), vnde^ primo hunc valorem t^ x, refpondenUm aequa^ 

^tMiuU;::2;0> dcauxi: X=:S— r.AZ*^ 



«, • 



s.a Ax I «2. 3 |}x 

4 zdCzd f-TT } ) . 






Q 

•^•^■^ ■ i> > . .. , 1 1 I ^ • • • 



3.*-, ■■••d'x-: 

Le^ deinceps expremone PaotiaMt tiDitrae qnoad^lbrinam fimili , mnx ..iiidl haneketUm 
exiisdem pcincipiis' eHci pofle. Ceterum 






(0 I* ^ P^* 433* Auflor estifide de<li]cH tfieoretiia 2/i CramgfamoH (p, 43% 43$.% Vtrum tsmea 
.hic deniondratuft.nsodas, miht non fiitte ealdeiis, ae.dilftcil^ oniDiDo efk videt^r^ lefim ftoctv 
lem fic*racis Totiiie adftruere. * ^ ' 

C») imtt. Cak. Ditf. P. n, CapjX. J, 134. . 



''• I 



Ceterum liaec ex|»reffio occafionetn tbihji njppedttanlt; fumcnandi fefaebtem ferlgia 
'gen^rAiioc«mj q,uae foma fua nx^morabilis eiFe videtur, 

/ €. XtVIlL Summare feri^m infinitam : W •=* 



». I 



V ."% 



x4- y^ — "1" 



dx ' 1*» Idxj i.».3 ^x r.3.3.4 dx* 



zd 



(«dX] 



+ 






ybi denotant X et z funftiones variabilis x^ efique V qmmtitas ab x ^aud pendens. 

. Solutie/ 

.' x) Differentianda ferietk feGundum x habetur .— ! = 

IdxJ 



4X 

d? 




f*dr 

Idx . 



+ 



^ alatd— 



r^id 



j 



*-2- dx 



-f" r. • Eandetn difFeretitiationem feonnduffl y hU 



fiituendo^ quottiamtum xhinc etiam 2: et X pro conftantibua babetitur, prodit 
-r-h=:SH^ +y**i — - +T— ,^J^ — illii+ . , . Quare erlt — c= z\ — h 



c * 



• • • • 



■' / 



a) Haeic; ^jequatio diffifintia^ p^rtia^^ Inubluens ficxefoluitor: Oum fit W fbnftio 

♦•' i ">• t ' - '.- ^ ••-j-. : / fdW) \ fdw| 

TWFxet y, ponatur dW==pdx -J- qdy, tumerit q == jj— =2}-^ r= 2p> inde 
dW;=: ^ dy -t"--! • Hic fponte iiBf^uttuf, effe^ebereWfmiftioaem futomae y + / — • 
lam prcvy = b eft W=X. Inde p^b W eiufl^mbdt fdn6tio ibmmae y 



+y'T 



fumendft 



• '^ " 

/ dx 

ttft', qualis efl X quantitatis integratts / — .. Cum igltticfit z funftio cognita tS x^ pofitb 

y^dx 



— =: ^ y determinar! pof erit x cea f unftio 7» ^» iiide etiam X ceu talia funftio ^xhi* 
bebtfur zt: f^. Qna inuenta, eritW fimiKs funftio funmaey-|-^, fioeW rs f(y'*}*^)* 

Piiobi.bmX. 

§. XLIX. Sit propofita aeqliatip : x r=:P C^> y^ 2) » denotante P (x^ y, z) talem lun- 
^pnem rafv x, y et z, quae prc s^sr o a1>eat in fnnftionem iblius y. Defituen^ eft fun-p 
Qip variabilis Z| \p 2^, per feriem f<^undu^ z progredlentem» 

Xxa» Sohitio.' 



%. \ 



33S - '•'-' TRACTATVS OS RSVBRSrOfirS SEllIERVIi^ • 

: . .. rv '-^ : .- , ' J'' Solutio. ' - ' >' ,- .. • 

1 )Cttm fuDftio P(x,y,z) = U pro ZzzzO abeat in f unftibnem t?*y, =Fy, el lecundiim 5: 
ordinata fic exprimi poterk: U= Fy-|-^^^(x,y)-j-z*(p"(x,y) -^ z^ <p^"{xj^) 4". • • 

yMeft^'Cx.y)=]^).^"(«.y)=f,f^. (P"'(x,y)=-f-;f^|,... dif. 

* ferentiji^do funftlonem. U ita, vt tantum^z pro variabiii ^abeatiir, ac deinde ponatuF 

z — o. Inde iftae f undtiones pro coguitisf funt habendae. '. ' 

. . . * ' • 

" % t • t 

2) Jam aequatip propoGta Fy^x — z^^(x,y) — z*iip"(x,y) — z.' ^/^"(x*y)~..* 
fecundumformulam LAGRANdii 'rcfoluta praebeti '4^xd=i 

4x + (z<p'(x,y)4.z'<p"(x,y)+...)ii^+^ . dx J 



i«iii»<ii >Mb 



dx 



I. 2 dx 



^ZCP^ x.y) + z-'(£"rx,y) + . . '— 1 

■ . ' . . dx J 



J 



+ • • • differeotiando tantum fecuoidiim-x 



l .\i-^ 



.1.2.3 ^^"^ 

I 

ct poft diffeTentiMiotJem poaendo pre x, Fy. 

' -3^ Eft aatem (ecundutn formuIaRi pojynomialem^f^. ^XVI.)'^ 
(z^'(x,y;-}-z»<p";^x.y)+2'<p»»(x,y.j +-. . .)'■ =:-i»'Hz»+>'B2?»-f.J&»B«/4-V. .}, j 

(z^i(x,y)+«*<p",x,y)+2'<p"\x,yj-|-...)? = c'Cz» -[-c^Cz* 4-C*Cz/ -f- .,'.; 



(z^»(x,y; 4" z*<5"(x..v)+z'?'^ 



etc. 



» <■ 7 1 1 



^c' 



f f 



V*- 



r' 



' K ^ 



^ » 



1 ' .w 1 

affumtoindice 1 ^ .yY . f/ U) i X^xn x rrui f-^Hift(5CpI. 



^ f^^U) I f* u} 1 n^u 

IdzJ f.a ldz*J 1.2.3 U^' 



3 Idi^ 
^ x 



f » 



1 .2. 3.4 Id^^J 



« • • 



iigendo tefv 
minos ad 



eaadeffl poteftates t2 e pertinentes, et ponendo — r— =r \//'x,ohtinetuf funftio quacfita^ 



d^ 



^ * I d 

^l^x = ^Z^x + za' A . J/x.4-2^C a* A^i^^x 4- •= 

- ' >* ^ ' i.a dx ' i.a. 



I d(6*B;/x) 



d'x 



) 



— „ I. ■ <. 
3 dx* 



t a^a>.f/ I ' d(b*B'/x) . I d^c^Crx) i d'(b^Di'x) 

+ z^ l a^- Au/ X -4 — -4- -^ — r- 1 

• >^ ^ ' f^^ dx '.».2.3 <ix!^ ' 1.2.34 



1 .2 



dx^ 



dx!^ 

-|^ etc. • • ^ ' •{" ^^c* 

Qoantitates combfnatome cl^A, b*B; a^A, 6^B, c'G;'. .^ i^xpriraontur |)er x ety ift); 
in differentiando X tantum pfb variabili habetnr, y V^^ conftatite, tuinque poft differen* 
tiationem pro x ponitur Fy. Scko^ 



/ 




snrs Df . iucsoLVTroNs ACQVATipNvtf pm SafUBS. 

, ' ' X Scholian. 

' «^iSoIutlo cousiNii diirn fuppletnento» 

- $• L. Allaitt liTiids pjoblematts folQtionem exhibuit OjotJSJN (v)* Qaam.inagis 
iliufVratamhoc loco prpponere haucMuperfluum videtur^.maxime>cuin euolutio legis ge- 
neralis^co^ffHcientium feriei ab auftore fuerit omiiTa. 

i) £x theoremate 7Wy/ona»a conftat, \f/x tanquam fan&ionem rariabilis zfeqnenti 
ferie.TecQndum poteftates T? zprogrediehteexprimi pofle: 



- +• • • T- 



n 



-'d".t 



"T • / • 



^ ^ •dj.x d*^x d'cU 

^ ^ ' dr •: 1.2 dz»^ I..av3 &* 

1.2. .. n dz 

dum fn-ea potf diflferentiatione^ , fola a; variabyi aflumta, proz ponattirjo, vnde primuai 
metnbrum.ferlei) 4^Kf ex hypothefi abit in fnn6i:ionem cognitam t2 y, lam vero quae- 
riturs quomodo djflerentiatia funflioni^\/^x fecundum ziint eueluenda, qnae ipfa d€in- 
ceps per y exprini^e' oportet.* Ad qudd obtinendum fequentia pra^emittenda tbnt. 

a) FunftlonisTJ eF cniusnis-alios funftionis iSv x, y et z, = Q, differentiale 
completum dupiici rtftione conflderari potpfti primo, quatenus eaefunftiones funt expref* 
ildoes, continentes tres quahtitates x, y etz^ deinde quatenus.eaedein funt funftioues 
* dtiarum variabi ium yet z, qnippe per qnas*ipfas v\ aequationis determiilatur lertia x. 
Pripri fenfu dQ exprimetur tali /ormnla: qd x -|- q'dy -|- q**dz, altero fenfu hac:^ (jdy 
-{- Cl^dz. In tita quantitates q, q\ q", fponte innotercimt, dum Q ceu funftio trium va- 
rlabi\iiim.moda confuetp differentjetur, pritpo fecundum x, deinde recuoduin y, tertio 
fecQndum z: ' in altera fofmuta concipftur quantitas x iam expreffa effe per y et z : quod 
priusguafn faftam fuerit , quantitates q, q^, haod pro cbgnlfis Laberl poffont. ,; ^ ' 

Ad indicandum hoc difcrimen pecullare fignum adhiSere conuenit , pt^o' differentia- 
Ubq»(«Bfa priori.acqeptUfita vt fitdU = Q: — J^* .'T' \-—)^y -T i — ^"*. 

\ \ ' ' , . ^ — ^^U^ /dU. JU. 

Ex modo aiftis fatis clarum eft , quomodo differant inter fe: ( — J €t ( — j; (— ) 

^dy^ '^dy-^. ^dz^ 

^dU^ /.^Qn r<JQx ' /^"Q. .dQ., 
etf — j; (-^) et f — ); ( -^ — ; et ( — ). . Gum pcr acquationem affumtam 
dz"*^ dy^ , dy^ ^dz ^ ^ dz^ 

^t^U—x, ex pnori formula, obdUrrdx, ffequitnr: dx(x-r— ( — >)=rv — j<^X 

^ Mx^^ ' dy' ^ 

+ 

(v) Introduftion k l'exadc df rAnronomie ph^%Qe, pag. 507. frq. 



« • 



4- (— )dz. Hinc prodit (r~) =; (r-^ : i — Ct-)« • Ll-) ?= Ct-J 

^ >JU>. ■ >dxv /dx.' -JUi /SU^ .*«.t/^^. . ;. •- 
'' ' ^ {i7> '' (Z7) = (57^ • t^ '' ^^/ = ^^> ex|^.pe6d.figno 

V^ qnantitatcm X— ^) : Kr — -/> V^^ P^' 4^^'^^®'^^^^^^^^®°*'^^^®™^^* indeqne,pfo co- 

ignlta haberl- poteft. Hinc porro dtfierentiale jeiuosciisi fq^Aioni^ tSx^ 2=\//xy ^edw* 
^um z; per diffe;-entiale fepundum y, exprimere licet. Sit njjnirttm d ^px = dx • \^^Xf erit 

i9 ,d« dy .. ^y . . 

3^ Qnod fanftiooetn quanini^ rSv x, y et- z attinet^ ponebatur (ft): d^ i=r 
( — )kd? -|- ("^)dy, "t"..'^ — i^^** Subftitijeudo ^ijo "dx.yalQrem inuenjtum (a), ba- 
beCur differcntiaie tS Q, tap^u*m funftioni* T.«i' y et z, dQ.=5 ' . • , 

JUx' JUv 

O" + ^47^'^ + fe^ (— ^— > ."""" yj;^ = %> 

I-(J7) . '«-sv 1 • " 

(1?) — VK— ) = (-^) — VC-^),. vt»i quailtitai a parte dextfa •aiMoatloni^, 
Mz dy ^dz' dy'^: 

aaam di£FerentIatio conroeta •fuppedttat, tanquam liogatta fpeftari, licque G^j pce ( — J 
. . di . iy 

exprimi poteft. lotrodufta igifur /eqUenti f(&ie qu^titatum per differentiatiooeiii deter* 

.^^&-- v.(Li') = v", ffi -:v.fe = V.-.. (i'-) 

/ , V dz dy dz * dy dz 

SV"^ dV^ • 

~ V^( ) = V^v ^tc. erit, pofito pro Q fncceffioe V^ V" , V"S . . ; ( — ) 

^v.4^)+v". (i^) = v.C*^)+v"-, (If )=v.(:!^) +1.-1 

dy dz dy dz dy 

4)His 



• < 



« ( 



8IV5 k' 11ES6I.VTIOVB as^Vatxovvm vkr ^Eitrss, 
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reiiUM» ivcunooni >y craDsiormaDciir* , 

L .•» drV '^ ■) ^ • • r • 

Primo eft C~~0 = 7-^ =: V»—— + (-- 

,dz» .dz dz dy dz 



4) His pni^miffis;d)fFerenttaIia alciora tS ^//f^feeundiim zteqiic^tLrtUolit iff diffo? 
rexUiaHa iNni&dani -y transformaDtiir. i . > • ^ 

dz "^ dy — dy ~ 

Cvaj;.+ 'mp±^^i^ £ii + V. v-^+vi^' £±i+v^ 

^sdy ^ dyv dy dy ' ' , h"^,^ .dy dy ^ dy 

« 

Z L.VI1 ^Jll . Hinc fit pOTrb (--—) == 



< a 



d(v^V 




dy 




dy 




+ 



^ dv ^- • 



•d(ViV 



jdx^.x 



vbl par$ pritna cft = d\' ■ ■ ■ * y 2= 



dK 



; .4.^ 



ciyv 



::<(y.).,ll-^^+.V.iI' -±£) ■• ;(v.)-aCv.ifl) 

d ^ ^ Z d z d V I ay 

^,— = d V— 



dy^ 



4v 



+.v.cv..+v.~)-g.; 






dy 



dy 



•^ 



dy- 



+ 



«MMMi 



dy 



dv' . ; tni^*^« . <lV"dv(/X 
r } partf altera zs; y 'f ** ■■ 1 -^ ^ 



dzdy * dz dy 



< ' 



« t* 



' y 



dCv^ynli^) 



.;.d(v»r:ci) 

.Vn iL.^(VXU + v^^) ^ ^ 1- 

• «y dy dy . dy 



dy 



4 

4*^" -7— r qwpaftt» 
\ dy 



• » 



iu 



nsendo o1>ttn«tar l— ■rf- J =: •'— — . 
- . • .• / dx» ' dy^ 



dK(v^)3!;L«.) 3dCv»v"^) 



dy 



-+-<^ 



— jLlxvniiii 
dy - ^ _dy 



t.> 



Slmilittf 



/ 
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^^ 






Siml£[te> oper^D^o prodit 

pd*-4/x-, L' dy J L . : d y J . L . Jy J 

L dz* J "" ... dy» ^ dy» . -^- „' dy-v.f,,:.-, 

. . dfcv^/i^i .iod'r(v')3V"'An .sd-rv^cWr^-] 

p<J'\^x-t L^ dy J L dy J L dy J 

Ldz*J~" dy* ~ dy' - ~ dy» 

..\ ^_ dy.J . ^ L dy J . ,,„dv^x 

+ ^dy."':;;- — ' + ^ — -dy . ,+ ^- jf * 

5) Haec 'diffepentialia vsqoe ad quartam«xhibentur a cousimio. Exitide tamea 
ncotiquam lex progrejfus perrpicitar, cuios inuentlo cum diffieultate-haudcareat, operae 
pretLumefle videtur, illam accuratius inueftigare» fimulque formulam generalem pro 

L.^eooluere. Omnia difficultas in eo cernitur, vt lex qoantitatum V^ , V^?, y^\... 
■ n • - 

QZ , . 

detegatur, feo oftendatHr, qua ratione hae quantitates in expreffionibos differentialium 

T? \^x .inuoluantor. tam-- ex^r^o pto - Y. codKpIeftitur plora' tllfferen- 

' ^ ' ■ . ^ • n ' '"-"■*• 

dz 

tialia ex ordine fibl . fuccedentia ab n — ito vsqoe ad otom. Sub qooois koios^ 

modi figno differentiali pto occurrunt predu6U p-f^l faftoromy V* ; V''^ . 

111 P + i 

V • . J . V ' 9 quorum indices fammam n conficiunt = tt -f* * • • • 4-» • 



iv(y-'v'"v^''\...v''*''J:i) 



\. 



dy ^ 

Repraefentet Igitur ' ' ' — ^. . parten^ qoamcon^ae i2 

dyP 

., vbi abftrahitor a cotlfficiente nomerico, quip|(^ hic plures pailes aeqoioalentes 






cea 



y 



tfv£ o£ RwoLmoNjr ASciTATi0iryir ptt'^ttrES« 



/ 



343 



ceuconiijn^fiftit^ qaas au^c fingu^as .feorfim confideremifs. lam f rogtttflu fiifto »4 
diferexiibUle t5 ^x proximdm. eft j ^ ^ — 



dz 



Q+i 






dz 

dr" 



d' 



d 



c 



v^ 



.p+r 



d\^x 



) 



dyP 



■^=($.V.)d^- 



c 



taoritar 



.«P+'d.//x 



dy 



) 



N 



dz 



.«— M* 



iW-fta 



dz 



Eft atrtefli 







.p+» 



WM«pMMB 



'■ ■ .• ! 4- —. 



4y 



) 



«Jz 



=:V" V'' ...V 



dyl 



,»P+'d*,il;, 






(v«' V" . . . V^*') 



■••-■«i 



M««WMMaM..^aB^^ 



d\/^x 
.1 -ir \,P+J d^V»-^ 



dz 



f 



' • 









«n .111 
Y* -V* 



t 



.,V^ 



.P+ 



. »• <■ 



-1 .ui ^P+ 



.+ 



dy 

(y^"+'+v^) 



dz dy 



+ 




dy 



+ 



-■» 



• « 



£" 



.p+»j 



d\px 



) 



^y 



+ 



y'^+'v'V"V..v*'*'' 



+v' v^ 



.«"+1,,« 



III 



:..v 



.p+' 



\ » 



.!l 



4.v«W"''*^^..v 



^ M^ 



d^x 

17 



1+ 

P+I. 



dY^v^Vf"*..^*. lii^ 



Qattt ex {wrte 






dy 



) 



t 



/ * 



dy" 



obtinentar partes fefoeiites differea. 



tiale nioximna 



d"+Vx 

^. ingredientM: 



ds 



n+« 



Vf 



aHif 



if+Vv^v''^".'.. ^'^'iii^ i''/'v''+'v'V""...v''**'i±.'S ' 
'dYv'\'"+'v«"\..v'^'liil^ dPrv'V"v»"'+',.. v''^'!^^ 

,A« 1111 i I r ■ ■ ■ ■* i T I ■ I ■■ 11 b JLm 



■ ■ II ■ ■ I »1 >■! ■ »1 ■ ■ — i— ■— — <— W^ 



4yP dyP. 

+ - . 

Inde cx prodQftis qaaiititatnm V^, V*^ V"'» . . . gpaein dtfferenftiali nto t\y\jx occiirruo^ 
prodoftji pro difEerentiaK q-|-i t« affignare Iicet, dum i^ illis fingQlis V^ praemittitur , 2) in 
foolii^et produfto, index fingulorum faAorum fifccefliue vnitate au'getifr. Singulla produftia 

l//X V / 

iungenduniC eft -^--^» tuimquenutn§ro*faAorum exiftoDte 'p4*.x praemittendup df^^filie 

!fignum differentiatieois pt» ^t quidem fecundnm y« , 

6) Sic igicur inuolutio inuenta eft , cuius opead differentialia altiora lege fatia fim*. 
plici progredi licet. Cuius autem'cdnfirodio cum haud pariim operofa fit , praeftat eaa 
reuocare ad inuolutio%m vfitatam ac fimpliciorem, quae conAinatianis' fiimmtH datae fiftit. 

lam latia maniteitum eitf — 1^ complefti cundas coo1>inationet'tienvefitoru&i V?j V^ ' 

n ' • ^ 

V"?, . . . quofum indices con^ciont fummaia lu Reprtefentet (V*)* (V*)^ (M^i;*^ .' • • 
quodlibet buiusmodi prbdu6tum» feu complexionem rice ordinatam elementorum V^, V^S 
V"V • • • ▼W fnmtna indicum*. i4"0- i-^7- 3-f*« • • x= n, et numeri 'a« p» 7, . . » 
denotant exponentesrep^tioni^ eiuadem elementi, inter quos etiam cuanefccnl^s adn^it* 
tuntuft deficiente aliqoo elemeoto. Cum vero ex iege. inuojutionis poftrae plure^ Qon^ 
plexiones aequtu|ile6tea occu^rant, afligiundus infuper eft coSfiiciens numericus produftl 

IX fl 'V'** ' ^ ' " 

(V^) (V^* r (V*^) *^ . • • Pro quo quidem coefficiente hanc formuiam inueni: (w) 

T- ^ ^ # / Exiftente igitur mul» 



< ■ I I II ■—! 



, i.a...ii-. T.i,..3' i.a...7...i .(i .a/ .^(x.a.3)'... 
titudincdkmentorujii iunftorum«-{*j3 -f- 7 -}-... =p» eritob «^'^/^'{'dY H* '««^^ 

dP-'[...W«CV»/(V"'A^^4 

.sso, t5 -^ X., pir»^iitMi«ss:. - * • • ~ ^ 

_ _ _ ■ j* I.J..«.I.«..,8. I.«..*...Ct) .C»'0 .C»»-3) ... 

i.a«^<4>ii« w n^jmi»^ia»ii 11.11 ii|.' ' "* 
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rbl pro p fumutitar nameri faccefllil^ ab n trsqa^ itdr: ' dekide fbb qiipaicmfferentUII 
p^ x^^ plara produfta p faftoram ooffiprebenda&tor, ea nimiram iingiEiUi, ^iiae pFodeott 
ex combinationibus claflis p^^^ eiementoram V^ t V"« V™» * • • ad fammapi tu Cxm 

nolyqpmlalj^m fe 



nni^ 



meram indicantem eomndem elementoram permtttationetti efle ^ir 



\ !) 



* .. " * 



i.^».a.i.2..^i.a*..y 



, di&renljaiis 



paf« praedifU figno differentia« 



•'• 



Jx.2\%ndz 



A 



gonisp— i***«£Bea» 



fi 



lomiiffomtta; aidex:, IV», V" 



ficvxprimi poteirit: ' ■ 

T . ■ - Z • 2« «p 

3» 4» * • •* 

yiii yiv 



(^m 






♦X 



Inde formulam ^ro 



dVx 



1 



.1 . w . 



iB banc traniformiire Udrt : 



7 :I.a I.a.3 X.2.3.i( 

d \l/x 

' 1 ■ ■ ■> 



• • 



(z Va • /11 d^p . 



B^dv^X 



Idz- 

I 

.f ^ dA"B 

' dy xra dy ; *;* ••♦•Xfa.3 



^ «1 



s 






u- 



U • 



d-^tVitf). "d^AVi:!^ 



/j^j'' 



+ 



■*«• 



• •- ^* 



d^— W-pf:^' 






l'.»-3.-4 dy» 



ll.p 



dy< 



X...11 



dy^ 



dy" 






Quae formQla fic breoias eiprimitar : 



dVx 



^X.2..n dz . 



I V VdyV 



Z... • 



> vU 



dy 



] I denetat inaolutionem combinationam fbmmae n, qaauis complexione dnfta {n co^'ffi« 
cient^m debitum polynodiialem. Afteriscus vario^ valores recipit^ ^ui fiyn^i^>n aequail^ 
lUc-inuItitadiai elementorum in liDgnlis comj»iexiojDibus. . ^ . ^^ 



ty^ 



f)ant 



\ ^ 



x 



»4« 



nACTATvs n AtsvfamosfM ^nmvu^ 



. 7) Hi|ictai^em.feqi}ensobtmtor feriefl (i}s >pjc 



^ k « 



4-2* 



L;; 



.j i 



i t. 



4 iv •• 
-r-t» 



■■•1 . J\^X • 

a*A -I-- 4- 



X V 6y J 



.>• 1 



i^Z 






+ 



I <'•%) - 



dy 



7^1^ 



I 






S.S.3 



dy 



dy '1*2 

• l dy ■ x.a dy ' 1*2.3 \ <*y* 

+ etc 



:. » 1 



/• 



dT^XO 



^ • 



n^d\//x 



4..«j«°Aiti^ 






+ 



X • • • • ^ 
dy / 






dy» 






(. -? / i 



>««» 



+ .. 



• ■> 



/- 



. dy ' 1,2 . dy ' 1.2.3 ^ <ty* 

> -' , -I V. l.dy/, i „: X • ._.A. dy ^' 






2.2..p 



dy 






iflbnito pro combiiiation{b9s indice hoie; 



X 



x.a..n 
,4- ,etc. 









4. ' S. 
yiv. i^fV 

• » 



• • 



• • 



• ■ 



12 1.2.3 ^- V ♦. '•••5 
-vbi faijfftiotifesi y*, V**, Y^", • . . exaequttionibus fupra expofitis (2, 3) innotefcunt 
Quoad diilt^entittiones inftitnendas obfernRndum eft, pro.z ppnendnm ej3e o. indeqo^ 
pro X ex fiypothefi fQnfiibnem qoampiam r? y; binc in differentialibus, quae inuoluit fe- 
ries pro \f/x\ folins variabills y ratio erit babenda. 

/ ' Scholiomm .' " 

c TT \«*l: t /^t .rx ^-g'3->>(« + a/3-f 374-^0 

$• Lu 1) Ad fermnlam ^§. L o.) - *— — — L^.^J — ^ — ^ ■ ■ * > 

«49..«««x«a..*P»x.a...7o.x^^(z»2/ •(i«a«3)^.*« 



N - 






prdco8lSdente'ni^^ (V*)* (V")^ fV"^*^ . . . via indU 

redta^perdiidtoWittin^ tbnlidera^ndonimirufi^Uejjuationetii fp$ciaUorem 

x=/4i^(«pz5-U;; tum e^it ob (1^)=, i; i'«= (iH): (IH) 



""'.') vii(il')=,. v..=(il)=(^'" "■'' 



porro 



dz 



dz 






dz dy 

V^» -: r^^"^)} itc. Hinc apparct, qnaotitatef V*. V", V"^ . • . 
^' dz' 

'^L-^ ..* - . ^. y^U. ^^U. J^U. 5 

*eonfiemre cam duantitatibui \ — J, C j* \ — r--/> • • • ^«a« 

.- .. „ iiw- ^ • .K . *r - .d« ' dz* ' da-i* s, 

in ferie folutibnis prioria ($. XLIX.) occurmnt. Quam feriem bum 
altera §pho praecedenti iiluenta comparando, formuia praedi6ba pro 

coi5fScienX« iHJmericp ptodufUXV^)* (V")^(V"^)'^./.. fponte feof- 
feceKat: ^ae quahquam ex cani fpeciali eflet deriuata» tx\<^x tamen ap- 
pareSat^' eandem^larius patere ac ad aequationeni generalein extendi. 

. 2) Ceterum inuolutio li^gularis , .quae complexiones dementonMn 
figno V expreflorum fiftit, feCiam per f<^ abftrahtfndi ab hoc probIem«t;e, 
attetitione Analyftarum baud indigna efl*e vldetdr.. Noteritur elementa . 
ex drdinenumeris i 2, 3» 4» .• . tum lex inuolutibnis haec eft: pro- 
greflils a complexionlbus furomae n ad compIexibHes fummae proxime / 
maioris fit. dnm ij ilUs finguUs praemitti.cur eleineptivn i >. 2) fmgp- 
iarum elementa fingula ex ordit^ vnitat' augentur. Ellffercntia huius 
Wotmiani r i rt r iffuototrone fomfeiw/if/ostf^ et Vifimffmrfi^ex ftqufentl 
lcheoftitf^QBtebit: 



•X j 'Inuotmio combinaHortum pro 
T/Hmma l vique ^ $• 



a) InuoluHo vartationufp^ 



I 

m 

I 

I 

» • 

I 

z 
5 



I 

I 

^^ 

i 

» 

2 

T 



i|^i 
3. 



I 

r 

I 
I 

I 

I 
I 
1 

2 
2 
9 

3 
3 

4 
5 



I 


I 


'iL 


I 


1 


2 


1 


xl 


l ^ 

2. 


3 

■- 




I 


1 


3 


2 




3 


l 


K 


4 







I 



J 

I 

2 

3 
I 

2 

I 



I 
2 

I 



I 

I 

I 
I 

r 

2 
I 
I 

2 
t 

3 

2 
2 



Ji 



'2 



I 

2 
1 
I 
I 
2 
1 
2 

3 

2 
V 
2 
I 

3 



I A 
3 I 



2 

2 

2 

1 
X 
2 

X 

I 

3 

2 

2 
X 

4 
3 
3 



2 
I 

3 

a 
I 

» 

3 

4 
>t 

» 



In 



a- 3 

3 4 
9 3 

X 4 

5 



< 



* 



2 
I 

3^ 

I 

d' 

I 

2 

3 
X 

2 

2 

3 



I 
I 

2 
I 

2 
2 

3 

X 

z 

;» 

2 

2 

3 



X 
X 
2 

X 
2 
2 
2 

3 



I 

2 

T 

2 

z 

X 
2 



u 



•^ 



^«M 



I 

X 
X 
2 



• V • •• • 



* \ 



/ 
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tn InaolptioDlbus a) et 3) pliire^ cotBpIexion^s occDrruDtf ^ ^Q^f. fitu tanttHi). jfi^ii or« 
dAe elementorum differunt: ousrum fumt^. repraerentatrice. ea * ^pf s^ rit;^ eft. prdteAta» 

quamque inuolutio i) exliibet, veluti i 2' 3 '^ 4. . .• . • , erit huius c^^jfficiens nt- 
mericus, repelitionem feu muJtitudinem complexlonumaequiuakiitiuinrinditans; prd iii« 

uolutione (2) = ■ .. — =r~- — ~ — p_-^'^ — . r— — , pro iauolutione .3^ ^s 

i.2.3 («+234-374-4^+--) .-* / 



< ■* •! 



*" "f 



«, -.(3,. .•.^7'>: . 7 .^-- 



* • 



I • 2. .«♦ I . 2..3- !• i^-«7- I •.^••^•••« I (l*3) (l-^« 3) (l '^-S.^) . 

lUa Ibrmula exprimi numerum petmutationum ^ fatis/confiat Quod afjterap. a(;tif^t#/JE^ 

namus.^m veram ede pro complexionibus futnmae n^i , tum eadem obtinebit pro com.< 



plexiontbus fumniae n. ' Sit nimirum i 2 3 '4 5 . • . quaeuis eomplexio huius fum- 



1 



< I, 



mae, tumea fecundum legem Inuolutionis orietur ex compIcxionibQs fummae praeceden* 



is his: l) ex l^"y '^3^4 5*.*»> praemittendo i ; 2)ex i ~ 4*^3 4 5^... au- 

rendo elementum i vnjtate, quod quidem 06+1 vicibus fieri poteft, quoniam adiunt c^^f, 

elementa z=: i , quoi^um quodlibet feoriim augehdum e{{; 3); 4]"; S); « • • excompl^- 

..•^.,-k.« T*«3+^ 7~^^ » « 0w7+i ^ — 1.«^ >*^3 7 *+!-«— I 

xjonibus I 2' • a /'^[4 5 rv' ^ » j^ ♦ 5 . ^.; i 2*^3^4 » 5 

».. • ; ... augendo ejementa 2^ 3 ; 4.; ...» quoduis vnitate, id quod fieri poteft |3+x ; 
7+1; 3+1; ... vicibus. Exprimendo nunc ex hypotheft liarum complexionum ffim* 
maen-^i co^fficientes numericos per formulam praediftami prodibit co^fficiens nmae* 

ricus cmnplexionis i^sT^^ 



l*a..*(n— .1)., 



• 



o 4 5 . ^•••rrs- 
^^ I • 



I, a'..(«— i). i..(3. 1..-7'. ..(i)^ ^(1.2/ .(l.^3^)'^w.*: 



4- 



4- 



«4"' 



A 






l.«..*.j'.,(^+l)<x..(7— l).,.r*.(i.»)^+^.(i.it.3)'y \.»- 



X . S . • . • n 



t 



i.a..<s.i. ..(3ci,,7. i*(i.2)^.(ii2^3) ... 



etc» 



. ^ X. a . 1.2.3 • 

«+0 ^e7--^— ^ + 

I 1 . 4 



1.2.3 



i.2....(«+2|3+37+4J + .».) 



ipfum Gum formola «flumta confentlt. 



i.2..ot»i..^.i...y.*. i*(i.2)' (i*a*3)'^*. •• 



> id quod 
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CONSPECTVS DISQVISITIONVM. 



DiSQvismo L pig-i-ia». 

Di Progrejjionibuf jircutim Circularium , quorum tangentif fecundum datam tigem 
procedunt. - 

A) Seftio primt* Formulaegenerales. pag«5-io«- 

B) Seftig fecunda. InueftigaCio feri^ram alj;;ebraice fummtbilium. pag«ix«64« 

Cap. L De iis maxime feriebus, quae conftan: arcubua, quorum cottngentif in &ri^ 
algebraica fecoodi ordinis procedunC. ptg. 1 4 • 25. 

Cap.IL De iis maxime feriebtts> quae ceoftantmrcubus> quohzm cotengentes proQe^ 
dont in ferle recurrente fecundi ordinif , vel pura vel affe6ta* pag. ^$"6^. 

C} Seftio tertia« Inoeftigatio ferierum tranfcendenter fummabilium* pag. 65>i3at 

Cap« L Problematt fundamentalia et iimpliciora. pag. 65«! 03, 

Csp. II. Summatione8geneniKoffff;'pBg«^'^3«i32. ^ 

DlSQVISITIO IL pag. 135*2^4. 
Noua Jifquijkio de integratione aequatiqnit differentio^differentiaiif: 

«'(a+bx^^d^y-fx^c^-ex^jdydx + ^f-l-gx^^^ydx/sXdx** 

Cap. 1. De transformationibus et redu6tionibus tequattonis d^^efencialis propofitte» 
pag*i38-i4»> \ : 

* Ctp. n. Inue(Kgario cafuum integrabiiiiinsh^ et Eoolotto integrtUnm Ulis refponden- 
tiua* ptg. 149-2 24i 

Articulos p>imus. Enotutio ctfus int«^t>iHs prlmi, v»t cum obferuationlbM 
. nouis circt integrttionem tequ>^»o»»« differentitfis prppofitte genertleffl et»^^ 
que completam per feries ^ltem infinitts , pag. 1 49 - 198 

- Articulos fccundos. Euoh»*'^ c«fo» integrtbilis fecundL pag. 1 98-eojK . 
Articulus tertios. r^"^^^^'^^ ^f»» integrabilis tertii. ptg. ao^-aia. 
^ Artkutoi go-^^ ETOlotio c^us integrabMie qutrtL ptg* ai^-ZSi^ 
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